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RESUMES

-ENSEMBLE € DES NOMBRES COMPLEXES

DEFINITION :

On fPP‘?H ¢ nombre complexe, tout nombre qui peut s'écrire sous la forme a +bi avec a et b deux réels
efi” =-1.

* Soit Z = a+bi un nombre complexe non nul, la formule algébrique de Z est Z = a + bi

* El i ] £l ’ -3
. Si Z = a+bi est un complexe alors son conjuguéest Z =a—bi - :

Un nombre complexe est réel si et seulement ' il est égal a son conjugud ; il est imaginaire pure si et
seulement son conjugué est égal & son opposé

* Si Z =a+bi, onappelle module deZlerée!|Zl=-Jaz +b2 =422

*1Z|=0 = z=0; |Z.Z'|=|Z|.IZ'| : E‘:.I.Z_l : ‘Z"[:lZl"pour!outu eN

7| 2]’

PROPRIETES :

Soit Z = a+bi un nombre complexe non nul. P le plan muni du repére orthonomé (o; u; 13')

* Le point M(a, b) du plan P est appelé le point image de Z = a + bi ; le vecteur W = aii + bv est
appelé le vecteur image de Z et Z est 'affixe de M et de w.

0058=1%[

(ﬁ,Oﬂ) =0 ;onaaussi{
sind = ﬁ

o arg(Z.Z)=argZ+argZ ;arg(£)=argZ-argZ';arg Z" = narg Z ; arg ) = — arg(Z)
o SiMet M’ sont deux points d'affixes respectives Z et Z" alors OM:OM o3 keR , Z=kiZ'

—-a

* Soit A, B, C sont 3 poinis d'affixes respectives a, b, ¢ alors (AE,AC) = argz avecA# B, A+C

-a

o Soit A, B, CetD 4 points du plan d 'affixes respectives Z4, Zp, Zc, Zp ; ces 4 points sont
cocycligues (appartiennent & un méme cercle) ou alignés si et seulement st il existe ke Z tel que :
argrz*g——%g— = arg-ﬁui-t- krn < (CE,CE) = (Dﬁ,Dﬁ)-’r kx

*  Soit Z un nombre complexe de module r dont un argument est 8, alors forme (rigonométrique de Z est
Z =r{cos6 +isin@) = re”’

o Formule de Moivre : Soit Z = re'® et n e N alors

Z" =rme"? = [r(cosﬁ+fsinn9}]” = r"(cosn@ +isinng)

*  Formule de lindarisation

i 1 j ~i ing -in@ infl -in@
erﬂ +e—n[? _ erﬂ —e i . \ ing | ,-in — g
cos=—; SIﬂ9=——'—, COS 9=-———-—,Sll’1 =i
2 2i 2 2i

% Soit A=acosX +bsinX avec (a,b) eR?et Z = a+bi=re' alors A=rcos(x—0)
: : i . A
o Soit Z=re'® =r(cos@+ising) et nun nombre entier naturel non nul alors les nracinesn’" de Z

sont Z, = 2/r co €+2—kﬁ-] +fsin[£+gk—n) avec k e{(},l,....(n_l)}
n n o n

n
N.B: Les n racines n“™" d’un complexe non nul sont représentées par n points distincts situés sur

. un méme cercle de centre O (origine du repére) et de rayon afr

3
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RESUMES

ARITHMETIQUE
I.L’ENSEMBLE NDES ENTIERS NATURELS

L'ensemble des nombres entiers naturels est N - {0, L2,....... } (N =N —{0}
+* L'addition et la multiplication sont des lois de ¢

omposition interne associatives et commutatives dans
N ‘

N est un ensemble totalement ordonné par la relation « < »

- Vae N Vbhe N‘, Ine Niel que nb > a | on dit que N est archimédien.
- Toute partie non vide de Na

dmet un élément minimum
- Toute partie non vide et majorée delN admet un élément maximum.

*  Raisonnement par récurrence

- Théoréme 1 de récurrence - Soit P
i) la proposition P(ny) est vraie
ii) 'implication [Vn Zn,, P(n)= P(n+ 1)] est vraie

alors la proposition P(n)est vraje pour tout entier naturel n supérieur ou égal ¢ n.

- Théoréme 2 de récurrence : Soit P une propriéié et ng un entier naturel ; si :
i) les propositions P(ny) et P(n+1) sont vraies

i) limplication [¥n > ny, P(n) et P(n+1)=> P(n +2)]est vraie

alors la proposition P(n)est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal ¢ no.
* Division euclidienne dans N
Llvision euclidienne dans N

ne propriété sur N et ng un entier naturel, si :

- Quels que soient le nombre entier naturel a et le nombre entier naturel non nul b, il existe un unique
couple (g, r) de nombres entiers naturels tel que a=bq+ret0<r<b : qest appelé quotient et r le
reste de lu division euclidienne de a par b.

* Systéme de numération

- Soit x un entier naturel supérieur ou égale a 2, on appelle systeme de numération de base x une
technique de représentation des entiers naturels utilisant x symboles appelés chiffres.

- Soit x un entier naturel supérieur ou égale a 2. Tout entier naturel a > x peut s'écrire de fagon
nique sous la forme a = a,x" +a,_\x" " +....4a,x +a, avec O <a, < x ef

Vie{0l..(n-1} 0<ai<x

On dit alors que a est développé suivant les puissances de x. Par convention I'entier a s'écrif :

=@, |.cccccrunenn......d|Uq dans le sysiéme de numération de base x.

II. L’ENSEMBLE Z DES ENTIERS RELATIF QU RATIONNELS

L'ensemble Z = {.....~3- 2, L,0;1;3;......} ; il contient N
* Siaet b sont deux entiers rationnels avec b # 0 alors il existe un couple unique (q, r) d’entiers
rationnels tel que a = bq + ravec 0<r <p| .

e Si b est un entier rationnel, on appelle multiple de b tout entier rationnel a qui peut s'écrire a = kb
oit k € Z. L'ensemble des multiples de b est noté bZ N |

* Ondit que I'entier rationnel non nul b est un diviseur de a ou que b divise a si et seulement si g est
un multiple de b.

1) Relation de congruence modulo n dans Z | 2
Soit n un entier naturel rationnel non nul, la relation R définie dans Z par \'f(x, y) € Z" xRy &

(x—y) € n Zest une relation d'équivalence appelée relation de congruence modulo n, On note ;
x=)n] © (x-y)enZ & 3FkeZ x=y+hn.,

4
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RESUMES
Propriérés aE
¥ Soit n un entier naturel non nul. Quels que soient x ef y deux entiers rationnels, x est congruay
modulo n si et seulement si x ety ont le méme reste dans la division euclidienne par n. _

* Soit n et k deux entiers naturels non nuls. Quels que soient les entiers relatifs x, y, x" et y':

(x=xlr]ety=yr) o (x+y=(+)r)

(x= x'[n]et y= y[r) < (= x'y[n))

( = x‘[n]) =4 (xk = x* [n])

( = x'[n]) (=3 (kx = A:t'[ﬁm])

Soit n un entier naturel non nul. §'il existe deux entiers naturels p et g tels que 0 < p <n et n= pq

alors p et q sont des diviseurs de zéro dans Z/nZ et I'anneau (Z/nZ ;+, X) n'est pas dans ce cas
intégre.

2) PG.CD — PP.CM
- PGCD

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls, on appelle PGCD de a et b I’entier naturel non nul
d qui engendre aZ + bZ

Propriétés :

* Siaet b sont deux entiers relatifs non nuls et ke N alors :

PGCD(|d], |b]) = PGCD(a, b)

PGCD(ka, kb) = k. PGCD(a; b)

* Sia=b aors PGC'D(a, b) = PGC'D(a - b, b) = PGC’D(b— a, a)

* Sia=bg+r avecacN,be N et 0<r <b alors PGCD(a, b) = PGCD(b, )

* Sibdivise a alors PGCD(a, .-5) =b

* Deux entiers non nuls a et b sont dits étrangers (ou premiers entre deux) si et seulement si
PGCD{a,b) =1

* Siaet bsont deux entiers étrangers tout diviseur de I'un est étranger a 'autre,

* Trois entiers a, b, ¢ sont dits étrangers ou premiers dans leur ensemble si et seulement si
PGCD(a,b,c)=1

Théoréme de Begout : Deux entiers naturels a et b sont étrangers si et seulement s'il existe au moins

deux entiers rationnels u et v tels que au+bv =1 (identité de Bezour) ;
Théoréme de Gauss : Si a, b, ¢ sont trois entiers rationnels tel que ¢ divise le produit ab et c étranger a

a, alors c divise b. )

- PPCM
Définition : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls ; on appelle PPCM de a et b le plus petit entier

naturel non nul de dZn bZ
Propriétés : Soit a et b deux entiers rationnels non nuls et ke N

+  pPCM(ja], [p|) = PPCM(a; b)
*  PPCM(ka, kb) = k. PPCM(a; b)

* PPCM(a,b)x PGCD(a;b)=ab < PPCM(a,b)=

*

ab
PGCD(a, b)
* S pGCD(a,b) =d dlors3 a'eN ,3 b'eN  telsque a=da' ;b=db' ;
PPCM(a, b) = da't' et PGCD{a' b') =1

3) Nombres Premiers
Définition : Un entier r ationnel a, non nul et différent de 1 est dit premier si et seulement si l 'ensemble

de ses diviseurs dans Nest {a,1}

5
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RESUMES —

Propriétés | ' _ 1 adme! au moins
* Sia est un enticr naturel strictement supéricur & | ef si a n'est pas prenier alors 1 aar
un diviseur premier dont fe carré est inférieur & a.

o Un nombre enticr a strictement supéricur & | est premier si et seulement st vheZ

PGCI{a,b) =10t PGCDa,b) = a.
‘ SiaeN -{U,I} alors il existe une suite unique croissante ﬁ.rh"c (ﬂ; Wl yyiiienee a, ) a:e nambf:-‘

....... ay’

; . pep e ¥ Tt - ! 1
premiers et une unique suite (k, R J'c”)d dléments de N telles que : a=d; .4 _
* Un élément x de Z/nZZ est régulier (ou inversible) st et seulement si PGCD(x, n)=1

* (ZnZ .+, X) estun corps si et seulement si n est premier.

6
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RESUMES

SUITES NUMERIOUES
Définition : ; : .

On : £ . : +
ap{}fz!!e Suite numérique une application d'un sous ensemble de Nvers R
Propriétés
Soit ] iri : : j
: {(; b)'.,} era‘ (S F”,,) de::Lr Sutles numeriques ; m et M deux nombres réels. [ une partie non vide de M.
n ?S #e croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si ¥n € 1 a2 Uy
(respectivement U, <U) s
* - . a
v La suite (U,) est dite minorée par m (respectivement majorée par M) sur [ si
nel,m<U, (respectivement U, < M)
E‘ g‘Un) est majorée et minarée sur I alors elle est dite bornée sur 1.
oute suite croissante et majorée (respectivement décroissante et minorée) est convergente.
Théoréme des pendarmes »

Soient (Uy,), (V, W et (W,) trois suite numérique telles que U, < V,SW, :si limU, = limW, =1

e = 400

alors lim V, =1

= 20
* Deux suites (U,) et (V,) sont dites adjacentes si et seulement si (U,) est croissante, (V;,) est
décroissante et Ynel, U, < v, -
- Si(Uy) et (V,) sont deux suite adjacentes alors elles convergent vers la méme limite.
* Une suite numérique (Uy,) sur I est dite arithmétigue si elle est définie par son premier terme et la
relation de récurrence : ¥n eI, U,sy = U, + r ot r est une constante réelle appelée la raison.
* Si(U,) est une suite arithmétique de raison r alors Vnel :
- Ui=Us+f-ar

n—a+l n+l-a
- S, =U, +U  F . +U, =———(U, +U,) = T(zua +(n-a)r)
- Une suite arithmétique est stationnaire si seulement si sa raison est nulle : Dans ce cas elle est
convergente. N

- Trois réel a, b, c sont dans cet ordre les 3 premiers termes d'une suite arithmétique si et seulement
sia+ec=2b

*  Une suite numérique (U,) sur I est dite géométrique si elle définie par son premicr terme et la
relation de récurrence : Yn el ; U,,, =qU, o q est constante réelle appelée la raison.

*  Si(U,) est une suite géométrique de raison g alors ¥Ynel ; Yael U,=¢"". U,,

Ua ]_ql!—d—f[ __U
R S - SO +U,,=Q avec g # 1. S,,:—U" Ad
" a a+ l—q l_q

U
Si [q| < 1 alors (U,) converge vers zéro et dans ce cas la somme S, converge -1-—"—
-4

Si g = 1 alors (Uy) est stationnaire ; dans ce cas S, = (r+1-a)U,.

. * L4 -y - H 2
Trois nombres a, b, ¢ sont duns cei ordre en progression géoméirique si ef seulement si ac = b°.

7
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RESUMES

FONCTIONS NUMERIQUES
1. LIMITE - CONTINUITE

Soit f une fonction numérique & variable

On appelle ensemble de définition de J. L'ensemble des réels x qui ont une image par f.

* i .. . . :
Soil f une fonction numérigue définie dans un voisinage du réel xo ; si f admet une limite en xg alors
elle est unigue. '

* Soit f et g deux fonctions définies dans un voisinage de xg tel gue lim g(x) =1
. x—3x,
alors lim ( fog)(x) = lim f(x)
X—+X, x=

* Soit f g et h trois fonctions telles gue 8(x) < 7(x) < h(x).
Si lim g(x) = limk(x)=1 alors lim f(x)=1

I=4F,
¢ X=X, =X,

o r : L - .
Soit f une fonction numérique définie sur D et C sa courbe représentative :

- S JLT.,“{ (x) = (xoe R) alors la droite d équation x = x, est asymptote a C paralléle a 1'axe des

ordonnées.
- Si lim f(x) = yy (e R) alors la droite d ‘équation y = y, est asymptote & C paraliéle a I'axe des

X—haD

abscisses.
- Sif(x)=ax+b+I(x)avec limi(x) = 0 alors la droite d'équation y = ax + b est une asymptote a C

X=ha

* Soit f une fonction numérique définie sur D et xo un réel de D : [ est continue en x si et seulement si :
- f(xq) existe
- lim f(x) = f(x)

I—?xo
* Soit f et g deux fonctions numériques | si g est continue en xo et f continue en g(x,) alors fog est
conlinue en xq
* Sifest une fonction continue sur un intervalle [a; b] alors l'image de [a; b] parfest f([ap]) = [A; B]
* Si fest continue sur [a; b] et f(a).f(b) <0 alors il existe au moins un réel x, € [a; b] tel que
F(x)=0.
* Side plus f est monotone sur [a; b] alors il existe un réel unique x, € [a; b] tel que f(x5)=0.
* Si fest continue el sirictement nionotone sur [a; b] alors f réalise une bijection de
[a:8] > f([=6])=[4 B] sa bijection réciproque f " [4: B] = [a:b] est aussi continue et strictement
monolone Sur [A - B].
Il . DERIVABILITE
Définition :

Soil f une fonction numérique définie sur un intervalle centré en xo, f est dérivable en xy si et seulement
si il existe un réel a et une fonction € tel que : f (.a:(,.r + h) = f(xq) +ah+he(h) avec P”& eM=0
1—+

Sifest dérivable en xo alors le réel a = [ (x) est appelé nombre dérivé de fen x,

Propriétés : o . _
* Si fest dérivable en xo, alors [ est continue en Xo; la réciproque n'est pas vrai.
* Soit fet g deux fonctions numériques telles g soif dérivable en x; et f dérivable en g(xo) alors ( fog)
est dérivable en xg et on a (fog) (xo) = (/' 08)(x)-8'(x0)
8
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RESUMES
Soit f est une bijection de | — J, dérivable su¥1 et f* non nulle sur I

Vxeld, (f*‘)'(x)= !

*

/)
* Nora!' . L Lot ® ¥ ; # a'"f ’
ton : Les dérivées d’ordre n(n > 1)de f sont notées —=
1p O o
Par Exemple f':fz , ”=E'_f f"':ﬁ
dx l.'ifz s ﬁ{x}

»*

Inégalité des accroissements finis : Soit f une fonction numérique dérivable sur [a; b] aveca < b
tel que il existe deux réels m et M vérifiant pour tout x € [a; b], ms f'S M, alorsona:

mb—a) < fla)-f(b) < M(b —a)

- Autre formulation : Soit fune Sfonction définie et dérivable sur un intervalle [ et soit Mun réel positif
Si pour tout x el,|f"(x)|< Malors ¥xel, Wy e L|f(x)-f(»)| s Mlx-y].

* Propriétés de la courbe Cde f

Soit f une fonction numérigue, D son domaine de définition et Z’sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (:J; i _,-;)

- S'il existe xg € D tel que lim f(%"'f?l—f(xa):_fm sii T f(xﬂ"'kg_f(xn)

admet au point A d'abscisse x, une paralléle & l'axe (o; }) ( tangente verticale)

[ (xo +1) = /(%) flxo +B)- 1 ()
h h

a, # a, alors &admet un point A xy 2 demi — tangentes de coefficients directeurs respectifs a; et a; : on

dit dans ce cas que A est un point anguleux de &,

- Si fest dewx fois dérivable en xo et ' s ‘anmule en changeant de signe au point xo alors T présente en

ce point un point d'inflexion.

=-w alors &

S'il xo €D tel que }Iin{;{ =ua, (a) elN) ; }]ilg =a, (@ eR) avec
1= — ()™

HI . FONCTIONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES

A. FONCTIONS LOGARITHMES

*  On appelle fonction logarithme népérien la primitive de x — — sur ]0; + oo[ qui prend la valeur zéro
x

1
enl;onlanotelnetona:lnx= Lr? dt avec Inl=0

* Propriétés :

I I3 » . - F 1 ]
- La fonction logarithme népérien est définie, continue et dérivable sur ]0; “*= co[ ;yona lnx'=—~
x

- Lafonction In réalise une bijection de R : sur Relle est strictement croissante :¥a>0;,Vb>0 -
Ina=Ilnd < a=b ;, Ina>Inb < a>b

ln(ab}=1na+lnb : ]l'l%=1na—lnb : Ina” =nlna avec ne @

- Siu est une fonction dérivable et non nulle sur I alors ¥x €I, (1n|u(x)|)l = —-l: ((;?
A\
: = - liminx=—0 © limxlnx=0
S lne=t® 0 -
9
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RESUMES
Inx o In(1+ x -
]:m —=0 llm—(——): 1
x40 X x—0 X

Sire@’ alors lim 'l_n_;r_o et limx"lnx=0
£ x—0

X—»4x x
¥ (x)

u(x)

sonl!

- Si u est une fonction non nulle sur 1 alors les primitives sur I de la fonction f:-x

F: x5 Inlu(x)|+ & avec k un réel.
* Siaestunréel strictement positif et différent de 1 alors on appelle z‘ogarzr:’rme de base a, la foan won

définiepar : log,; R, 5 R x> log, x = izx
a
- lorsque a =10, la fonction logarithme de base 10 est appelée fonction logarithme décimal.
Le logarithme décimal d'un réel positif x est noté log x= lln;;
n

N.B:Ona lnx=In10.logx ; une valeur approchée de In10 est 2,30 et otz =043 d’otr
Inx=23logx et logx=043.Inx -

B. FONCTION EXPONENTIELLES
* Définition :

On appelie fonction exponentielle népérien ou fonction exponentielle de base e lafonction réciproque du
logarithme népérien. Elle est définie sur R a valeur dans R |, .

L ‘image d'un réel x par la fonction exponentielle est notée exp(x) oue”
* Propriéfés :
La fonction exponentielle définit une bijection deR vers R . done VxeR e >0

- e & x=y 3 el & x»y
Six>0et yeR alors Inx=y & x=¢”
Propriétés fondamentales : On sait que pour foul réels strictement positifsa et b Inab=Ina+Inbd
doit VxeR VyeR ¢ =e".e”
Counséquences :
- Sin est un nombre rationnel alors (e*)" =™
- 1 . =y

R R Ty

e" o

La fonction exponentielle est dérivable sur R ot (e’) =e" ;siuest dérivable sur I alors

(eﬂ(_ﬂ)' - u'(x)e"('t) Vxel

*  Calcul de limites -
- limlhx=—w < lim et =07

x—) P -]
- limlnx=4+0 < lime" =+
X—++az 4w
- - X -
- limxlnx=0 < lim xe*= lim xe* =0
x>0 =y =30

x

S imBf_0 o lim =4

I-%4T X X=34m X
. In(x+1 o B
hm_(—) =1 < lim =1
x—0 x x—0 X

, o 10 —
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' RESUMES e
* Craissance comparée des fonctions de référence
. :
5 5 ¢
- Pourrréel fim —=4w ; limx' o = 0

L}
T=heny Xt

" "
L]

- Pour a>0 lim L:m rpour r> 0 era::»()-]' L4
nse I x ' A:Pa?cm

e  Fonction puissance : La réciprogue du logarithme de base a (a >0 et a# 1) est fa fonction
exponentielle de basc a : onaxe Retye R, x = log,y © y=exp,x

g
¥ K - —,r . 4 ~ -
* Onnote a™ =¢""". La fonction puissance se comporte comme la fonction exponenticlle.

11
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RESUMES

: e : PRIMITIVES — CALCUL INTEGRAL
Définition :

Toute fonction f continue sur un intervalle I admet des primitives sur I ¢'est & dire des fonctions de la
Jforme F + k ot F est dérivable de dérivée /. el k une constante réelle. G Y
Calcul : '

- a) Siu'et v’ sont les fonctions dérivées respectives de u et v sur un mrervm'fe lalors :
* u+v estune primitive deu'+ v' surl
® v estune primitive de u'v +v'u surl
* Au ot A est unréel est une primitive de Aud' sur 1
n+l

b) Siu’est la fonction dérivée de u sur I, alors : est une primitive de u'u" surl, n e N

¢) Siu'est la fonction dérivée de u sur I et u ne s’annule pas surl, alors :

un+i

+1

-

neZ —{-1} est une primitive de u'u" sur I

Y o
) _(n_ l)un-l ' ”EZ-{I} est une primitive de vy surl

d) Siu'estla Sfonction dérivée de u sur I ef si pour tout x élément de I u(x)> 0 alors :

— g
2u est une primitive de — sur [

Ju

el —{~1} est une primitive de u'i sur I

uri-l

r+l
¢) Siu’est la fonction dérivée de u sur [

: z _— u'
* Siwune s’annule pas sur [ alors In |1 est une primitive de — sur

o ¢" est une primitive de u’e” sur I.
Primitives des fonctions usuelles
F est une jonction continue sur I et F une primitive de { sur I et Dyl 'ensemble de définition de f

(=) F(x) Dy

aae Z ax R
an
x", nelN n+1

x",neZ—{l} P Rsin<0etRsin>0

n+1

x re@ _{_ I} il R:
r+1}

1 r
J—; 21-\/.;

-
b2

=
4-%-
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Ty

f(x) ~F(x) Dy
(ax+b)', ne N : (a.r +b)'”' R
- n+l
rl
(ax+bY", re @ —{-1} i (8] =4 %]
: o+l
. R
sinx _ :
cos X ?sz R
sinx
sin(ax + b) ~ Loog{ax + )
coslax + b
« ) Lsin(ax +b)
12 =1+1g’x tgx E—{%-i—k:r;k eZ }
cos’ x
——=1+cotg’x —cot gx R-{kn keZ }
sin‘ x
Gx e'r R

Intégrale d’une fonction
a) Définition : Si f une continue sur Ea,b] et FF une primitive de [ sur [a,b], on appelle intégrale de f

sur [a,b] le réel : _[: f(x)dx = F(b) - F(a)

b) Propriétés fondamentales

o E F(e)dr est une primitive de f qui s annule au point a.

_[j(a 1)+ Ba(t)de = a I: ft)de + ﬁjjg(r)dr_ﬂfnéarire’)

j': f(e)de = I: f()dr + E J(e)dt pour tout ¢ €[a,b] (relation de Chasles)

[ r(e)a == [ 7 (e

Sia<bet f<g,. I: f(x)dx < _[:g(x)cir

£ (<) < [/ (o)

o S'il existe dewx réel m et M tels que pour tout x élément de [a,b| m< f(x)< M alors :

7 () < M

[ ]

m{b - a) < J.bf(x)cbc < M(b-a) c'est adire m <

b-a
o SiVxelab]|f(x)| < M alors _[f J(x)dx| < M|b - d] (inégalité de ia moyenne).
e  On appelle valeur moyenne de [ sur {a,b] le réel 5 l r iy (x)dx
— e

¢) Intégration par parties Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] , u" et v’ continues sur [a,b].
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[l (<) = [ ], - [ (x)o( et
d) Calcul d’aire

asx<h
M(x,y)eD {a <y < f(x)

L ‘aire du domaine D est A(D) = J ’ S(x)dx unité d’aires

asx<}
f (x) <=y<0
L aire du domaine D est A(D)= —_[b f(x)dx ua

¢ M(x,y) ED@{

W
F.—
'lr__III
o

\_-
B

afx2bh
7R <x< 79
L 'aire du domaine D est : A(D)= J: S2(x)- fi(xWx wa

® M(x,y)eD@{

d) Calcul de volumes
Soit (o;f;}; }?J un repére orthonormal de 'espace, A, B, C les points tels que T = OA, 7 = OB, k = OC

[ 'unité de volume est e volume du cube dont [OA4],|OB],[OC] sont les arrétes.
Si le solide (Z) est compris entre les plans d'équations Z=a et Z = b (a<b) et 5i S(z) est I'aire de g

section du sofide dans le plan de céte Z( Z€ [a,b] , alors si la fonction Z - S(z) est une fonction

b
continue sur [a,b], le volume V du solide (Z) est tel que V = LS(z)dz
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e) Calcul approché d’une intégrale

Soit f une fonction continue, positive et monotone sur [a, b], (&) sa courbe représentative dans un
repére orthonormal du plan
Soit n €N, (x,).,. une suite d'élément de [a.8] définie par xo = a,

X, =a+i

etx, =5

b-a

On a alors partagé le segment [a,b] en n segment d'égal amplitude
n

.

-,

P

i
P .
R p——

|

2

Ko

o

i+t

b
I J(x)dx est un nombre réel compris:
a

) . b-a
- entre S, des aires des rectangles de dimensions

et f(x;) pourie {0,],.....,(n— 1}}

b-a

- etlasomme S, des aires des rectangle de dimensions

5,=220% flavitm) ; 5,=222% flasitg

1 i=o L

et f(x;) pourie {0,1, ..... ,n}

n

.’ﬂi () - f (a}[ est un majorant de l'erreur commise en remplacant I . f(x)dx par un
n a

IS, -5,

: ' b ;
nombre réel quelconque compris entre Syet S, S, < J f(x)dx< §,
[]

Fonction définie par une intégrale :

Soit fune application continue d'un intervalle I dans Ret a € considérons la Jfonction
x G S i 15 e

Fx— _[ Sf(0)dt. Fest la primitive de fqui s'annule en a. F est donc définie et dérivable sur I de
a

fonction dérivée [} pour tout x €l F'(x)= f(x).
Sifn'a pas de primitive connue, pour étudier le sens de variation de f il suffit d ‘étudier le signe de sa
fonction dérivéé f.

15 . 5
EXERCICES CORRIGES DE MATHEMA TIQUES 1

Scanned by CamScanner



RESUMES

VECTEURS — BARYCENTRE

1. Existence et caractéristiques du barycentre

Définition : ;
On appelle point pondéré ou point massif tout couple (A, a) oit A est unt point et a un nombre réel. On dit
que a est le coefficient ou le poids de A. ' i ;
Lasuite (A, a1), (Ay, ay), .. ... ..., (A, a,) s ‘appelle systéme de points pondérés ; elle est notée (Ai @iz
Fonction vectorielle de Leibni; '

(Ar @), (A2, @), . ... ..., (4w an) sont n points pondérés, On appelle fonction vectorielle de Leibniz
associée au systéme de points pondérés (A Ao application f qui & tout paint M du plan P (ou de
Iespace E) associe le vecteur.

g, = — -
f(Mv’):Zalﬂmata,MHaz MAy+........ +a, MA,
=1
Siay+ay+.........+a, =0 alors le vecteur S(M) est constant.
Théoréme et définition :
Soit (Ai. @) isicn un systéme de point pondérés tels que ay +ay+..........+a, # 0. Alors il existe un point

. o
unique G tel que f(G) =0 c'est adire Zal G4, =0
i=1
G est appelé le barycentre du systéme de point pondérés (4, a)icicon

Conséquences

G est le barycentre du systéme de point pondérés (A, a)icion
oo
R ap 3 L M4
-~ Pour tout point M, Zal M4, = (a, +AyF.......... 40, ) MG c’est é dire MG == -

i=1 Z’a 1

i=l
- Sile plan P est muni d’un repére (a; i _}') les coordonnées (x¢;, y¢) de G en fonction des
coordonnées (x;, y,-) des points A;, 1<i<n sont :
n n
za LI Z"—' 1Vi
i=1 i=]

IG_. ; yG= n

) ia, Eal

- Sil'espace E est muni d’un repére (”; O
f <

k ) les coordonnées (.xG, Yo _»-G) de G en fonction des
coordonnées (x;, y;,2;) des points A, 1 Si<n sont :

n -
fos B b
xg =4 r YT, v 6T T4

i“a: Za, Zal

i=1

2 . Barycentre de dewx points et de trois points .
o Gestle barycentre de 2 points pondérés (4, a), (B, b) équivaut d aGA+bGB =0 avec a+b#0.
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_+ e
alors AG =

_).
" AB ce qui signifie que G est sur la droite (AB).

-[. D.Ems 'espace, si G est le barycentre de trois points pondérés (4, a), (B, b), (C, a) distincts et non
alignés. B .
- = 5 - = =
Alors aGA+bGB+¢GC=0 ce qui équivaut a AG = b AB+ —S AC le point G est donc
‘ : a+b+e a+b+c
dans le plan (ABC).
Théoréme ;
* L’ensemble des barycentres de 2 points distincts A et B est la droite (AB).
s L ense‘mb.'e des barycentre de trois points non alignés A, B et C est le plan (ABC).
3. Propriétés du barycentre

Théoréme 1 : Pour tout nombre réel k non nud, les points pondérés (A 1okay ), (A4, ), ..... (4, ,ka,,)
Soit (Ai kadisisn et (Ay,), (4.0, ),veeeerenes(4y,0,) 01t le méme barycentre.
Théoréme 2 : (Associativité du barycentre)

. n
Soit (A, a)isisn un systéme de points pondérés tel que Za!. #0 s0it p un élément de {1.2,......n} tel que

i=]
P
Z a; #0 et soit G* le barycentre du systéme de points pondérés (4 ai)icigp
i=]

Alors le barycentre du systéme de ponts pondérés et (41.a)). (42,45 ). ,(4,,0,) estle barycentre

r
du systéme : [(G',Za, ), (Ap-t! 2 pyy ] (sz,ap+2),......-..,(A,,,an)]
i=l

4 . Fonction scalaire de Leibniz ;
a) Définition : On appelle fonction scalaire de Leibniz associé au systéme de points pondérés
(4i, a)is<n 'application g du plan P. (ou de I'espace E) dans R définie par :

g M- g(M)=3 a,MA]
i=1

- Si Za, # 0, soit G le barycentre du systéme (A, a)i<icn. Alors pour tout M :
i=]
" n fn
g(M)= [Za,] MG?* + Za,-GAf =[ZGJJ MG? + g(G) c'est adire
i=l i=1 i=1
g(M)= (a', +a, +........+.arw]£'t4'G2 +a,GA 4. +a,GA?

b) Surface (ou ligne) de niveau d’une fonction scalaire de Leibniz :
Trouver la ligne de niveau k, keR de lu fonction g ¢’est trouver I 'ensemble S des solutions de I'équation

S(M)=k
SR Z":aj¢g' g(}v!)=fr Fo MGE=£:Hg(ﬁ en posant i=k—-_;g—(ﬂfmﬂ-‘

i=1 Z a z a,
i=1 i=]
e A<0,alorsS=¢
e 2=0,alors S = {G}
o A>0,alors Sest le cercle de centre G et de rayon<[2 dans le plan P et S est la sphére de centre

G et de rayon JA dans l'espace £.
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I [
- S Za, =0 posons Za, A_i-"j'i;- =¥ (qui est unt vectear constant)
i=l i=
o Si V=0 alors S est soit 'ensemble vide, soit P (ou I}
o Siv 0 alors s est une droite orthogonale & v dans [e plan P et S est un plan dont un vecieur

normal est v dans l'espace E.

I
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APPLICATIONS AFFINES

1. Applications linéaires : iy, d

Soit V I'ensemble des vecteurs de E (ou P)

- Définition : J ' '

On appelle application linéaire de V dans V (ou endomorphisme de V) toute application ¢ de V dans V
telle que : pour tout vecteur @ et pour tout vecteur ¥ de V. o (a+7v)=9p (7)+0 (%)

T pourloutvecteur i de V et pour tout nombre réel \. ¢ (Aii) = A

- Si g est une application linéaire du plan vectoriel dans lui — méme, muni d'une base

* (7, 7) telle que ¢ 7y = af +5] et o (J)=ci +dj alorsle tableau noté My et qui est:

a c¢ g
Mo = (b a’) est appelée matrice de I'application linéaire ¢ relativement & la base (f' 1 j) pour toul

vecteur ﬁ( ;) le vecteur f(#)a pour coordonnées dans la base (F', }) ! [;:J = (g g,](; J

| x'=ax+cy . . . T
soit {y. orvcos “00 systeme d'équations définit analytiquement I'application linéaire ¢ dans la base
= 'y

(." s _;') g
- Si@ est une application linéaire de l'espace vectoriel dans lui méme nuni d'une base (?, 7.k ) telle

que ¢ (i) ='af'+bf +ck , @ (HN=aT+bj+ck , o (K)=a"'i +b"]+c"'k la matrice notée My,
a a4 a'

Me=|b b b'" | estappelée matrice de l'application linéaire ¢ relativement a la base (F', Tk )
c ¢ ¢

= * = . el 5
Pour tout vecteur H(y)  le vecteur ¢ (#) a pour coordonnées dans la base (r s T k) :
Z

X' a a da'\fx X=ax+d'y+a'z
y'|=|& & b | y|soit {Y=bx+by+b"z
z! E o e Z=cx+cy+c'z

Remarque : ¢ bijective < détMe +#0

2 . Définitions et propriétés immédiates d’une application affine :

Définition I :
On appelle application affine de E dans E (ou de P dans P) une application f de E dans E (ou de P dans

P) qui transforme le barycenire de tout systéme de points pondérés en le barycentre de l'image de ce
systéme c'est & dire si G est le barycentre du systéme (Af,a,-) alors () est le barycentre

I<i<n
(f (4.4 100
(On définit de méme une application affine d’une droite D dans D)
Définition 2 :

Soit fune application affine. L'application linéaire ¢ qui a tout vecteur w de représentant (4, B)
associe le vecteur ¢ (ﬂ) = f(A)[(B) est appelée application linéaire associée a l'application
affine de f.
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Remarque : [fest bijective si et seulement si ¢ est bijective,
Théoréme :

Soit [une application du plan P dans P rapporté a un repére (u; r, }') [est une application affine st et
sem’cfrgmm si les coordonnées x” et y' de 'image d'un point quelconque M(x, y) sont des fonctions affines
de R* dans R c¢'est a dire ;

x':(x,y) = X'=ax+by et y':(x,y) - VY=cx+dy

- Soit fune application de {'espace affine E dans E rapporté a un repére (O,F,f, k ) festune
application affine si et seulement si les coordonnées x ', y', et 2" de l'image d'un point quelconque
M(x, y, z) de L dans le repére((),r'_,}, k ) sont des fonctions affines de R® dans R c'est é dire :

x':(.x,y,:) > x'=ax+by+cz ; y':(.r,y,;;} Sy=ax+by+cz e zo:(x,y’:) S Z=a"x+b"y+c"z
Définition 3 :
Une application affine bijective est appelée transformation affine.
Théoréme :
Une application affine est une transformation affine si et seulement si son application linéaire associée
est bijective.
Définition 4 :
On appelle point invariant par une application affine f tout point M tel que f{M) = M.
On dit qu'une partie X de E est :
- invariante point par point par f'si YM e X fiM) =M
- globalement invariante par fsi YM e X fiM)e M

3. Propriétés

a) Une application affine conserve !
- L'alignement : siles points A, B, C sont alignés, alors leurs images A', B, C' sont alignés.

- Le parallélisme : siles droit D, ef D; sont paraliéles leurs images Dy, D;sont paralléles.

- L’égquipollence de deux bipoints. .
b) Une application affine est entiérement déterminée par la donnée d'un repére et de l'image de

Celui - ci
¢) La composée de deux applications affines est une application affine, la composée de deux

transformations affines est une ransformation affine.

Les transformations affines forment un groupe. o
d) Théoréme : Une application affine de I dans E (de P dans P ou de D dans D) est bijective si et

seulement si 'image d’un repére R de E (de P ou D) est un repére de E (de P ou de D)
4. Détermination analytique d’une application affine

Soit (O,-"_,_? k ) un repére de L. fune application affine de E dans E et ¢ ['application linéaire associé

n

a a «a _
a fde matrice [ b b b" relativement & la base (f , _,!',k)+

C C.l' C'Il .
L application affine f sera parfaitement déterminée si 'on connait I'image d'un point de E par fet la

matrice de . o s
Sait par exemple f{O) = O'(xq, Yo zp,) alors pour fout poini M(x, y, z) de £ tel que fiM) = M'(x', y', z

S Eal R e _} P . &
ona: f(0)f(M)= qo(OM} ce gui équivaul d :
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*ody 5 b {I X=ax+d'y+a'z+x,

Y=Yo|=|b b b y| soit $ y'=bx + b y+b"z + y, ce qui définit analytiquement 'application
= Tay P .cl C" z zi:ax+cly+cllz+zu l, s
affine f dans le repére ((),", ",E)_

5. IIor:;o!héfies —Translations — Projections

a) Homothéties

Définition : I'homothéties de centre £2et de rapport le réel non nul k est la transformation qui, &

_ - -
chaque point M de F (de P ou de D) assacie le point M tel que QM = KM

- Stk=11!"homothétie est I'application identique idg (ou idp et idp)

Si f\ = -1 I'homothéties est la symétries centrale de centre 02

Propriétés

* Sihest 'homothéties de centre Qet de rapport k, alors tous points M et N avec M' = h(M) et

N'=hfN)ona: J"LFN' =kf:{}}'\.f

* SiM'=h(M) alors £2 M, M’ sont alignés.

* Lacomposée de 2 homothéties de rapports respectifs ky et kz est une homothétie de rapport k; x k;
* L'ensemble H des homothéties muni de la loi (o) de composition des applications est un groupe.

* Une homothétie est entidrement déterminée par la donnée du centre 2 d'un point A distinct de Q et
de son l'image A",

*  Une homothétie de rapport k multiplie les distances par |k| , les aires par i, les volumes || v
Images de figures : Par une homothétic :

- L'image d'une droite est une droite paralléle.

- L'image d'un plan est un plan paralléle.

- L'image d'un cercle d'un plan P est un cercle situé sur un plan paralléle a P.

- L'image d’une spheére est une sphere.

b) Translations :

Définition : la translation de vecteur # est la transformation qui a chagque point M de E (de P ou de D),
_}

associe le point M’ tel gue MM = u

Propriétés :
e Sitest latranslation de vecteur u, alors pour tous points Met N de E (de P ou de D), avec

- —
M= (M) et N'= t(N)ona: M'N'= MN
o Sit; et t; sont les translations de vecteurs respectifs i et v alors 1 0t; = t;01; = livy O Uz c
est la translation de vecteur u +v.
mw Par une translation :
- L'image d'unec droite est une droite parailéle.
- L'image d'un plan est un Plan paralféle.
- L'image d'un cercle d'un plan P est un cercle de méme rayon
- L'image d’'une sphére est une sphére de méme rayon.
c) Projections :
Définition 1 : Une droite (D) et un plan P étant donnés, (D) non paralléle i (P), on appelle projection
sur (D) suivant (P) ou suivant la direction de (P), I'application p de E qui, & tout point M, associe le
point M, intersection de (D) et du plan passant par M et paralléle & (P).
L'image M' de M est appelée projeté de M sur (D) suivant (P).
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Vo

2 Le plan (P) est appelé projetant de M sur (D). - .

7

Définition 2 : Soit (P) un plan et (D) une droite non paralléfe a (1 ;
suivant (D) ou suivant la direction de (D), 'application p de I qui a tou! :DEJHEI
intersection du plan (P) et de !'unique droite (D) passant par M el paraliéle & (D).

W
LA/
/

Ladroite (D) est appelée projetante de M sur (P) si @i est un vecteur directeur de (D),

), On appelle projection Sur r’)"{)
M, associe le poini

_}
p(M)= M o { MM =20, ) p
MeP

Caractérisation : une application affine p est une projection si et seulement si pop = p.
Remarques :

- une projection n'est pas une bijection ‘ e et
- lapplication linéaire g associce i une projection est appelée projection veclor ielle ; elle es

caractérisée par : pour tout vecteur @, pop(ii) = ¢(#).
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ISOMETRIES PLANES
I. GENERALITES |

a) Définition ; exemples d ‘isométrie :

p . U’.m application du plan P est une transformation de f de P telle que : pour tous poinis M et N de P,
M'N'= MN oitl'on note f(M)= M et f(N)= N'. {on dit gu'une isométrie du plan P est une
transformation de P qui conserve les distances)

*  Lxemples d'isométrie -

- -
= les translations : pour tous points Met N, M'N'= MN

- les réflexions ou symétries axiales orthogonales
les rotations : pour tous points M et N distincts, leurs images M’ et N’ par une rotation d'angle0

M N'= MN
vérifient : — —>
[M"N'= ﬂzﬂ\’} =4

b) _Composition d’isoméirie

Théoréme : la composition de deux isométrie est une isométrie. La transformation réciprogque d'une
isométrie est une isométrie

¢)_Invariants d’une isométrie
*  Une isométrie plane conserve le produit scalaire ¢'est & dire si fest une isométrie du plan, pour tous

A
points A, B, Cde P AB AC= A'B A'C' avec f(A)=A", f(B)=B, [(C)=C"
*  Uneisométrie plane conserve le barycentre de n points massifs
* Une isométrie plane conserve : le parallélisme, I'équipollence, I'orthogonalité, le contact, les aires
et les angles géométriques.
d) Images de fipures :
Par une isométrie du plan :
- image d'une droite est une droite
- ['image d'un segment [ AB| est le segment [ A'B]

- I'image d'un cercle de centre I et de rayon r est un cercle de centre I' et de rayon r.

e) Isométrie vectorielles

L 'application linéaire associée a une isoméirie de P est appelée isométrie vectorielle. C'est une
bijection de V dans V.

Propriétés

o Toute isoméltrie vectorielle pde V conserve la norme de tout vecteur de V, ¢ 'est & dire pour tout
vecteur i de V (i) = 7]

e Toute isométrie vectorielle @ de V conserve le produit scalaire de tout couple de vecteurs de V, ¢’est
a dire pour fous vecteurs i et V de V @(it). o(v) = 4.v

e Une application linéaire est une isométrie si et seulement si efle conserve la norme de tout vecteur
de V ou le produit scalaire de tout couple de vecieurs de V

Théoréme : Une application affine de P est une isométrie si et seulement si son application linéaire
associée est une isométrie vectorielle.

f) Image d’un repére orthonormé par une isométrie :

Théoréme : Une application affine f de P est une isométric si et seulement si, I'image d'un repére
orthonormé R de P par f est un repére orthonormé de P,

g) _Classification_des isoméiries :
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Soit fune isométrie de P

o Sifadmet P comme ensemble de points invariants, [ est alors {'identité de P.

% Si fadmet une droite (D) comme ensemble de points invariants alors f est symétrie orthogonale
d'axe (D) e

» Sifadmet un seul point invariant A, alors [ est la rotation de centre A et d'angle orienté
- - '
[ AM, AM‘) olt M est'un point quelconque de P et [(M) = M' .

e Sif ” ‘adme! pas de point invariant, alors f est : soit la translation de vecteur non nul, soit les
composces d'une syméirie orthogonale et d'une translation dont le vecieur n'est pas normal & ['axe de
cette symétrie (ou d'une translation et d'une symétrie orthogonale vérifiant les mémes conditions). Ces
derniéres s'appellent des symétries glissées.
Théoréme : Les isométries de P sont :

- les translations

- les rotations

- les symétries orthogonales

- les symétries glissées
o Toute isométrie de P est soit une symétrie orthogonale, soit la composée de deux ou trois symélries
orthogonales.
Définitions :
* On appelle isométrie directe ou déplacement toute isométrie de P pouvant se décomposer comme
produit de dewx symétries orthogonales. Ce sont les isométries qui conservent les angles orientés.
* On appelle isométrie indirecte ou antidéplacement, toute isométrie de P étant, soit une syméirie
orthogonale, soit la composée de trois syméiries orthogonales.
* Onnote I I'ensemble des isométries, 1" I'ensemble des déplacements et ™ des antidéplacements |
Fel i
* Tout déplacement de P est soit une translation, soit une rotation y compris I'identité de P.
o Tout antidéplacement de P est soit une symétrie orthogonale, soit une symétrie glissée.

2 . REFLEXIONS — TRANSLATIONS — ROTATIONS

a) Composée de deux réflexions d’axes paralléles

(D) (DY)
Me-------- M "
u

SpoSp = 1~
Théoreme : o , ‘ . )
* La composée SpoSy de deux réflexions d’axes paraliéles (D) et (D'} est la translation de vecteur

" —n
25 oir it est le vecteur normal & (D) et tel que 1;(D)=D | ‘
* Toute translation de vecteur ii non nul est la composce de deux réflexions d'axes paralléles (D) et

(D), 1 =SpoSp (D) ou (D) élant arbitrairement choisie, de vectenr normal u
[ o 2L
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Théoréne -
* 4 [ - ] - - L)
La composée § p0Sp de deux réflexions d'axes sécants en O est la rotation de centre O et d angle

2&,V) oit i et ¥ sont des vecieurs directeurs respectifs de (D) et(’).

* H ¥ " r - '
Toute rotation de centre O et d angle O est la composée de deux réflexions dont les axes (D) et (D)
sont seeantes en O, r = 08y, , (D) ou (D) pewvent étre choisie arbitrairement passant par O

3. ISOMETRIE FIXANT UN POINT

Un point O est appelée point fixe ou point invariant par fsi f(Q) =0
Propriéés
a) Toute isoméfrie planc f se décompose de maniére unique en f = toi oit f est une translation et i une
isométrie fixant O.
Une isométrie fixant le point O est ;
- soit I'application identique
- soil une réflexion d'axe passant par O
- SOif une rofation de centre O
b) Une isométrie plane fixant un seul point O est une rotation de centre O.
c) Une isométrie plane fixant trois points non alignés est identité de P.
d) Siune isométrie plane différente de I'identité & deux points fixes distinets O et A, ¢ 'est la réflexion

d’axe (OA).
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COURBES PARAMETRES

1. FONCTIONS VECTORIELLES A VALEURS DANS V

a), Définition :

Soit un plan P muni d'un repére orthonormal (0' I _}') et V 'ensemble des vecteurs du plan.

On appelle fonction vectorielle d'une variable réelle & valeurs dans V toute application F d'une partie
non vide D de R dans V.
F=D =V

t = F(t)
b) Fonction coordonnées
Pour chaque réel t de D, désignons par x,(t) et y,(t) les coordonnées du vecteur F(t) dans la base
(7.7)

Nous définitions ainsi deux fonctions numériques x, et y, de lavariable t :t - x)(t) et £+ y,(¢)

On note :

appelée fonctions coordonnées de la fonction vectorielle I .

¢) Ensemble de définition ;

L'ensemble D est appelé ['ensemble de définition de F . Parfois D n'est pas précisé . on dit par
exemple « soit la fonction vectorielle - t — F(t) ». Nous convenons alors de prendre pour ensemble

de définition de F ['ensemble des réels t pour les quels les réels x,(t) ef y,(1)existent simultanément.

Exemple :  F 2 (In0) + ()7 /'ensemble de définitionde F est D = ]0,1[w JL+o

d) Indicatrice d’une fonction vectorielle relative i un point O :
_)

A tout réel t de D associons le point M, définie par : OM =x,(1)i + y,(t)] et désignons par C
l'ensemble des points M, lorsgue t décrit D.

L'ensemble C est appelé lindicatrice relative a O de la fonction vectorielle F.

Soit M(x,y) un point guelconque de P.

x=x(/)
y=nl
l'indicatrice C dans le repére (o; I }) Le réel t est appelé le paramétre, et M le point de C de paramétre

MeCe3teD rel que { ce systéme est appelé une représentation paramétrique de

f.
Exemple : Soit la fonction vectorielle Ft = E(ty=costi +sinf D=R

Lindicatrice C de F relative & O est I'ensemble des points M(x,y) pour lesquels il existe un réel t tel

x = cos! 5 g

que : . o x+y-=1
y=sin/

C est le cercle de centre O et de rayon 1.

e - Une méme courbe peut avoir plusieurs représentations paraméiriques

Remarqu
2. VECTEUR DERIVE EN UN POINT

a) Vecteur dérivé en un point | ’ N
On dit que I est dérivable en ty si et seulement si les fonctions coordonnées x) et yy sont dérivables en t,.

Le vecteur xl((ﬂ]; +y|(r0)_; est appe!e fe vecieur dérivé de i au point ty ce vecteur est noté o (IU)

| 2% ... o
EXERCICES CORRIGES DE MA THEMATIQUES |

Scanned by CamScanner



RESUMES

b) ﬂ’wﬁmﬂw__mm

Siles fonction x, et Y1 sont dérivables simultanément sur un intervalle I de D, on dit que la fonction

‘, of *
cctorielle I est dérivable sur 1, la fonction dérivée vectorielle est définie sur'l par :

(0) -"l("o)-’ +}’l("o)j
¢) Tangente a Uindicatrice :

Soit to un élément de D ; supposons que D contient un intervalle de la Jorme Jto —r, tg.+1]

Sila fonction I est ddrwab.’e en tgel sile vecteur I'(ty) n'est pas nul, on dit que Uindicatrice C admet

a‘*POfm de paramétre ty une tangente A, de vecteur directeur #(1,), ce vecteur I+ (ro) est aussi
dOM,,

dr
Remarque : La tangente Ay est perpendiculaire ¢ lu droite (OMy) autrement dit F (!) F (.’u) =0
d) Fq.ncrion dérivée seconde :
Soit I une fonction vectorielle définie sur un ensemble D et & valeurs dans V. Soit I un intervalle de D
sur lequel I est dérivable ef soit ' la fonction dérivée de I¥ . Si F' est elle méme dérivable sur I, sa

fonction dérivée est appelée fonction dérivée seconde de F ou fonction dérivée d'ordre 2de . Onla
=
+

noté

note I ou encore On dit que la fonction vectorielle F est deux fois dérivable sur I.

3. INTERPRETATION CINEMATIQUE

a) Mouvement d’un point matériel :
o Sileréel t représente un instant, une date, un intervalie de R est appelé un intervalle de temps.

Les intervalles de temps envisagés sont de la forme [fc,,!l] ou [ro .+ mI. Lorsque intervalle de temps

est de la forme [ro A ] le réel ty - ty est appelé la durée du mouvement
o [e mouvement plan d'un point matériel M pendant un intervalle de temps 1 est défini par les
coordonnées (x, y) du peint M en fonction de t dans un repére orthonormal (O, f, f) Il est donc

représenté par une fonction vectorielle F définie sur I et @ valeurs dans V. Si t est un élément de 1, le
point M, défini par : OM, = F (¢) est la position du point matériel M & I'instant t. La position de M &
Uinstant ty est appelée position initiale, la position & l'instant t) est la position finale.

* Trajectoire :

Si I est constante sur I, fe point M est fixe pendant 'intervalle de temps 1.

- Si I n'est pas constanie, nous Supposons qu ‘elle est deux fois derivable sur I. L'ensemble des
positions du point M quand 1 décrit I est appefe la trajectoire de M .

La trajectoire de M est donc I'indicatrice de F par rapport a O
On dit que le mouvement de M est rectiligne si et seulement si la trajectoire est incluse dans une

droite.
On dit que le mouvement de M est circulaire si et seulement si la trajectoire est incluse dans un

cercle.
b} Vecteur— vitesse :
Définitions : Soit M un point matériel dont le mouvement est représenté par une fonction vectorielle F

de [ dans V.
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On appelle vecteur vitesse de M a I'instant ¢ de I le vecteur = (1) : on note (1) = V(t) ou encore
~(_ dOM
Pl) = ££220
( ) dr
- On appelle vecteur arithmétique de M a 'instant t le réel ”!7 (f)” ;

- Les coordonnées du vecteur V(1) dans la base (7.7) sont (x(1),»(1))

- Siauninstant i, l?( ) %0,V (r) esf un vecteur directeur de tangente a la trajectoire ﬂ'ﬂf"”-’” M.
position de M a l'insiant t.
- On appelle hodographe du mouvement relativement i un point A de P, lindicatrice de la fonction
V relarive & A.

c) Vecteur — accélération :

On appelle vecteur accélération i I'instant t le vecteur " (r} ce vecteur

~ accélération est notée T(r)
- Les coordonnées du vecteur T(t) dans la base (f }) sont (x"(¢),y" (1))

- Pour tout instant t de I, on a f'(r) =V'(r)

4. EXEMPLE DE TRACE DE COURBE
Soit C la courbe de représentation paraméirique
= fz
B t e[-22]
y=1-2¢

Lafonction vectorielle associée est I'application de [-2,2] dans V définie par : F(t) = £7 +(1-2t)j
Etude conjointe de x et y
Les fonctions x et y sont dérivable sur [-2,2] etl'ona : x'(r)=2t; y'(t) =~

' l -2 0 2 t ’ -2 z
;_aml - + Yo | o
4 5
oy o —r
On représente cette étude en un seul tableau de I"étude conjointe des variations de x ef de y.
i I 2 0 2
)| - | #
¥y ] - -

xﬁ)l‘a“-&‘ujd
ye’r)[ﬁ—-——-____________a

Tracé de la courbe
L'examen du tableau permet de tracer la courbe C aprés avoir placé quelque point avec leurs

tangentes : : .
- Lerdel -2 est la borne inférieure de Dona: x(=2)=4 e y(-2)=5, X'(-2)=-4 et y'(-2)-2

la courbe C passe par le point A(4, 5) ; elle admet en ce point une demi tangente G gauche dont le
support a pour vecteur directeur (-4, -2).
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Pourt=00na:x(0)=0ey(0)=1,x(0)=0 e y{0) = -2

La courf::e C passe par le point B(0, 1) et elle admet ce point (y'y) pour tangente. '
= Leréel 2 est la borne supérieure de D on a :x(2)=-3;x2)=4 et y(2)=-4 lacourbe C passe par

ft?_ point C(4, -3) ef admet en ce point une demi tangente & gauche dont le support a pour vecteur
directeur (4, -2)

Equation cartésienne :

x=r 1- T
{y =5 == -Ty- et x= (—?'K) la courbe C est donc inclue dans la parabole (I") d'équation

F

£1_ A2
cartésienne x = (IT}')
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CONIQUES
1. DEFINITION PAR FOYER ET DIRECTRICE

a) Définition ;
On donne le plan une droite (D) et un point F non situé sur (D), e un nombre réel sirictement posi tif. On
appelle conique de foyer I, de directrice (D) et d'excentricité e, I'ensemble (&) des points M du plan

MF <
tels que el H est le projeté orthogonal de M sur (D)

H:I
(d) K"I N

F

D)
b) Axe focal :

Ladroite (A) orthogonale & (D) et passant par F est I'axe focal de la conique.

L ‘axe focal d'une conique est axe de symétrie de cette conique.

c) Sommets :

Les ponts communs & la conique (Z) et I'axe focal (A) sont les sommets de conique.

- Sie=1alors (6) contient un seul de () ; le milieu S du segment [FK] ; la conique est alors

appelée une parabole et S est le sommet de la parabole.
- Siezldlors (ﬁ) contient deux points de () : les points A et A" communs a (a) et a la ligne de

niveau e de M > il qui est un cercle dont le centre est un point de (.A)

*  Si0< e <1 la conique (L) est appelée ellipse.

s Sie>1 la conique (T) est appelée une hyperbole.

* Sile milieu 0 du segment [AA'] est centre de symétrie de la conique & (ellipse ou hyperbole)
L ellipse et I'hyperbole sont les coniques a centre

La parabole n’est pas une conique d centre.

& '

2. PARABOLE

Equation réduite : . ' . R
gm (1 Dj une droite F un point du plan non situé sur (D). L ensemble des points du plan équidistant de F

¢ (D) est une parabole. F est le foyer, (D) la dfrecrrif:‘e. ‘
?ﬂg{s-rance pi FK du foyer a la directrice est appelée paramétre de la parabole.

(4)

(D)

U
P
30
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héoréme : La parabole (Z) de sommet S, de paramétre P, a pour équation dans le repére orthonormal

(Si‘ u") du plan (o1 (S .F) est I'axe focal) : 2px = ). Cette équation est appelée équation réduite

; {P
de la parabole ( L) est F (E- ,0] et la directrice la droite d'équation x = —-!21 g

-

3. CONIQUE A CENTRE

a) Pour e # 1, la conique (Z) a deux sommets A et A", Soit o le milieu de. [AA'I le centre de la conique

Notons c=0F ,a=04 ;aforse:E et OK =2
a e

Soient (x, y) les coordonnées d'un point M quelconque du plan dans le repére (u,i_,f), H le projeté

orthogonal de M sur (D) M e Z > MF* = eMH?

2
soit (x=c)’ +y? = ez[,r_iJ
e

2

. . 4 £ X
(€} a pour équation dans le repére ( i j) s
a a - —c

b) Ellipse : 0<e < alors @ > c notons b= Jb? - ¢t
b>0erbt=al-c? = a’=b'+ -
e Soit (A") la droite orthogonale & (A) passant par O (T} coupe (&) en deux poinis B(o, b) et
B0, b) 00dans le repére (o,?,}) |
e Ladroite {:l‘) est le second axe de symétrie de (T)
e a>b lenombre a= AA' est appelé grand axe et le nombre b = BB est appelé petit axe (non focal)
de Pellipse (&)
; 2 2
e Equation réduite de (&) dans le repére (o,r' " _,r') ek y_z =
a«
e Les directrices sont les droites (D) et (D) :
a® a’ '
g S DI e T
(D} x ) D) x =
e Les foyers sont fes points : F(-c, o) ; F'(c, o)

o Lespoinis Afa, o) ;A'(-a.0); Bfo, b) ; B'(o, -b) sont les sommets de l'ellipse.
(&) est la réunion des co urbes représentatives (&) et (C5) respectives des fonctions

b r 1]
b Jat-xt et fyx FEV‘uz — x? définies sur [-a, aj .

_f, (X E
(Z) est le symélrique de (23) par rapport i la droite (4)

ﬂ}b

D}

* On dit que F est le foyer associé

a ladirectrice (D) et F'est
le foyer associé a la directrice (DY)

{ag3
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(o (A7) 1)

(DJ’_'t_ Y,y

¢ Latangente a (&) en un point My de (T) a pour egua!mn b SHEEA T }:,ﬂ 1
a’

Théoréme : I'ellipse (&) est I'ensemble des points M du plan tels que MF + MF'= 2a (définition
bifocale d'une ellipse).

[ 2, 32

c) Hyperbole : e>1 alors a<c, notons b = c—a® b>0 b= cl-at> ¢ = FI +b

e Soit (A’) la droite orthogonale & (4) passant par O (4’) et () n'ont pas de point commun.
o L'hyperbole (&) est la réunion des courbes représentatives () et (&3) respectives des

fonctions fi: x> f{lez —-a’ et fy:xm —-z-xixz —a® définies sur ]—no,-a]u[a,-i-oo[.
a

(L) et (T3) sont symétriques par rapport +a (4).
e Lescourbes (d) et (d):

e (d): y=£x d’): y=-—£x sont asymptotes i (&) et (L3) done a ()
a a

e Equation réduite de (i ) : :—2 = i—z- =1
i) () (ﬂ /
A
(DY) (DJ\
e Les directrices sont les droifes : (D) - x=— (D) x= =
o Les foyers sont les points Fe, o) F'(-¢, 0) ”
_ o
o Latangente & 'hyperbole Cen un poinl Mi(xo yo) g5 0. . |

Les sommets de Ihyperbole (&) sont : A(a, o), A'(-a, o)
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{(3‘ est appelle hyperbole de foyer F, de directrice associé (D) et d’excentricité e
Théoréme : I'hyperbole () est I'ensemble des points M du plan tels que |MF — MF|=2a (définition
bifocale d'une hyperbole) '
4 — Représentation paramétrique d’une conigue : v "
i B |
Ellipse : Soit (&) une ellipse d'équation .r_z T2 ;'—z = ldans un repére orthonormal du plan
a

Une représentation paramétrique de 1'ellipse (Z) est :
X = acoss

V=bhsins f E[—:r,;rr]

S
Hyperbole : Soit () I'hyperbole d ‘équation x_2 - ::_2 =1 dans un repére orthonormal du plan.
a

Une représentation paraméirique de I'hyperbole () est :

241
X=a
2t ren’
._b_"z
Y 2t

Parabole : Soit (P) une parabole d*équation y* = 2px dans un repére orthonormal du plan.
Une représentation paramétrigue de (P) est :

_ 2
w=Lp reR
y=2pt
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NOMBRES COMPLEXES -
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Nombres Complexes

~ ENONCES ~

EXERCICE 1
Soit fI"application de E = C-{-i} dans C définies par z f(z} = -£-— Dans le plan complexe
41 '

rapport¢ au repére orthonormal direct (o,u;v)on note M le module d’affixe z.
S ,
1°) Déterminer les coordonnées du point B dont I'affixe z, est telle que f(z,)=1+2i.
O - - i
2°) Soit Z un €lément de E. On note r le module z +/ et o une mesure de son argument. Exprimer la
forme trigonométrique de f(z) - en fonction de ret o,
3°) Soit A le point d’affixe —i
a) Déterminer I'ensemble € des points M vérifiant |£(2)-1| = V2 et Pensemble D des points M tels

T
que —-soit une mesure de I'argument de /().

b) Montrer que B appartient 4 C et D et construire C et D
EXERCICE 2

1) Calculer les racines carrées du nombre complexe u = ~1- 242i

2°) Résoudre dans € 1’équation 2z* + 2iz + 2 i =0. On note z; et z; les solutions de cette équation.
LBRTR

I 5
3°) Montrer que 1’équation z° — (142i)z% +(2 + 242)iz - 2+/2i = 0 admet une racine réelle que ’on
notera z, . Résoudre cette équation dans C. Déterminer les racines cubiques de z,.

4°) Vérifier que 1 + i est une racine cubique de 2(; - 1).

Montrer que

-7 +;J§ i 7+ :J2_r . Montrer que (1 + i ;u ;v) est une suite géoméetrique dont on
précisera la raison.

5°) Soit v =

EXERCICE 5

; +i
1°) Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes tels que I’on ait 2=

2°) Démontrer que I'un d’eux vérifie 2 +2=0
¥y i
3°) Réciproquement trouver tous les nombres complexes z tels que z” +2 =

EXERCICE 4

1°) Démontrer que I’équation suivante ol z est I’inconnue et a un paramétre réel, n’admet pas de

/4
solution réelle 222 ~2(1-cos2a)z+1-cos2a=0; a e ]G;E[ _

2°) Déterminer alors les racines complexes de I’équation
3°) Calculeren fonction de 2, le module et I’argument de ces racines.

. S (PP TR SRLTIE bk o vt DO Sl 7 g
PR 4 L P R S e e e AR

g . 1 i L fiie
Tt ! Vs e & vn 8 . ot e S
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EXERCICE 5

On s’intéresse dans cet exercice aux solutions de ’équation z¢ - 162° + 9022 — 16-+89 = 0 (E) dans C
1) a) Vérifier Pégalité =* - 162 +89 = (=% + 1)(=2 - 162 + 89) |
a) Déterminer les quatre solutions de (E)

2°) Le plan est rapporté au repére orthonormal (0;ii; 7). o
Soit A, B, C et D les points dont les affixes sont dans I’ordre : 8 + 5i, 1, 8 —5i

a) Représenter les points A, B, C et D - '

b) Montrer que le quadrilatére ABCD admet un axe de symétrie

« ¢©) Calculer les longueurs AC, BD et AD.

EXERCICE 6

On considére I"application f de C dans C définie par f(z) = z* +2iz? +9(6i — 1)z — 3(4i +12).

1) Démontrer que I’équation f(z)=0 admet une solution réelle z, et une solution imaginaire pure zz.
Factoriser f(z).

2) Résoudre dans C Iéquation (z) = 0.

3) Dans le plan complexe on considére les points A, B, C d’affixes respectives : z, z2.z; (23 étant la 3°

solution de I’équation).
Montrer que ces points sont alignés.

EXERCICE 7
On considére les nombres complexes : j = _?H-z— etu=1+/

1) Etablir les deux égalités suivantes ;1 +j+,=0et;’ =I.

2) Démontrer que pour tout entier naturel n, 2" ' = "

On pourra raisonner par récurrence. ;
3) Pour tout entier naturel 7, exprimer »° en fonction de net j.
<4) Applitation : calculer ** et 4*' (donner ces nombres sous la forme de x + iy avec x et y réels) ,

EXERCICE 8
. 1 n
On considére les suites (Un) et (Vn) définies par : Un = [5] etVn=n % ,nel
On désigne par M le point du plan complexe d’affixe Z, définie par

Z, =U,e"" =Un(cosV, +isin v,)

1) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles Z, est réel. e .
2) Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (0;i, V) direct (unité 4 cm)

a) Représenter dans le planMo, My M, Ms My, _
b) Calculer en fonction de Un les longueurs des trois cotés du triangle OM,M, . 1. Quelle est la nature

de ce triangle ? . .
3) Soit la suite (ﬂ'n) définie par a, = fZ,,H — Z,,|- Montrer que cette suite est une suite péométrique

dont on précisera le premier terme el la raison. Déterminer sa limite.
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Nombres Complexes
EXERCICE 9

Le plan est muni d’un repére arthonormal (0,é,,&, ). Soit A (1;0) et B(-1 ; 0). A tout point M d’affixe °
Z #0, onassocie le point M’ d’affixe Z’ défini par ZxZ'=1 |
1) a) construire AL quand 7 = 2(] +:'} ‘
b) Hans le cas général, montre 1 i i ice de I M, OM
al, que la droite (AB) est bissectrice de I'angle (OM,OM") el que
OM xOM'= 0A?

. - ' = =! z' ?
2°) a) Vérifier que pour tout zeC’, (é-” ‘1][;” H] =(Z_‘j
2 2 2

b) Soit I le milieu de [M;’vf‘]. En utilisant a) montrer que JA x IB = IM? et quepour M+ Aet M# B,

_ _ - -
la droite (M) est bissectrice de I"angle [.-'A,.'B}.
EXERCICE 10

Soit a un nombre réel appartcnant a ‘J_E‘; 5[ On considére 1’¢quation d’inconnue complexe z ;

(E) : (1+i2)' (1-irga) = (1-2)* (1 + irger)
1) Soit z une solution de (E)

a) Montrer que |l +iz| = |1 - i|

b) En déduire que z est réel.

2) a) Exprimer s /1
l1-itga

en fonction de ™

) , N i — .
b) Soit z un nombre réel ; on pose z = tgq ol o << 5 Ecrire I’équation portant sur ¢ traduisant

(E) et la résoudre.
c) Déterminer les solutions z), 23, z; de (E).

EXERCICE 11
1) Ecrire sous forme trigonométrique les racines cubiques du nombre complexe a définie par
a = 16(1-1)
2) Pour 2 nombre réel quelconque, onpose: z, = 14i+ 2J2e”
a) Calculer la partie réelle x; et la partie imaginaire y, de z;

b) Déterminer lorsque A décrit [0;27] I’ensemble (E) des points M de coordonnées (x,, y,) dans le
repére orthonormal (0;€,;¢; ) du plan complexe P, :

3) Montrer que les solutions de [: -1+ :')]] = a sont les affixes des points de (E).

EXERCICE 12

1) Résoudre dans C ’équation : 2" — 1 =0 (n entier positif)
2) SOit 20,0 - s Znel les racines de I’équation précédente.
37
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g =F ~P o 3 ' s .
S0it 2§ +Zf *.mrnrianens +Z,-1 = oU pest un entier positif, Calculer $ dans les deux cas suivants :
a) pestunmultiple de n :
b) pnon multiple de # (on pourra calculer z, en fonction de z1).

EXERCICE 13

Soit @ un réel appartenant a [0;27r]

1) Résoudre dans € I’équation d’inconnue z: 2% —(2°* cosa)z +22% = 0. (1). Donner la forme

trigonométrique de chaque solution.
2) Dans le plan complexe on désigne par A et B les points d’affixes les solutions de I’équation (1).
Déterminer a pour que le triangle OAB soit équilatéral.

EXERCICE 14

Résoudre dans le corps € des nombres complexes le systéme
145 +z3=1
512y +5 2+ 2523 =1
I155 =1

N.B : On utilisera (z -z, )(z -z, )(z — 23).

——

EXERCICE 15

1) Résoudre dans C I’équation z° — (I + -\15)3 +42=0

. 1 1
2) Résoudre dans C les équations z+—=let z+—= V2.

3) Soit P(z) =z -(1+JE)33 +(2+JE):2 -(1+:/§)3+1

.Onpose Z=z+ L . Exprimer P(;) en fonction de Z. En déduire les solutions dans € de P(z) = 0.

o

EXERCICE 16

Dans I’ensemble € des nombres complexes on considére I'application f:z > f(z) = 2 vaz? +b-+8i
1) Déterminer les complexes a et b pour que I’équation f(z) =0 admette dans C les nombres

= 2i comme solutions.

complexes z; =1 +1etz . . . .
; d’un produit de facteurs de trois polyndémes du premier degré en z. En

2) Mettre f(z) sous forme
déduire la 3¢ solution z; de f(2) =0.
3) Déterminer le module et I’argument de z;, z; €t z3

EXERCICE 17

Soit (£): 2 +(i-2)z? +3(1-i)z+2i-2=0 avecze C une ¢quation

1) Montrer que (E) admet une racine réelle zo. Résoqdrc l"équa-li()n (_E)_
2) Sotent z, et Z; les deux autres solutions de I'équation (E). Déterminer le complexe 1 tel que les
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EXERCICE 18

On considére dans € I équation : z* - 62° +23z* — 342+ 26 = 0. Montrer que si zo est une solution de

cette cquallon son conjugué zy est aussi une solution,
Résoudre I’équation aprés avoir vérifier que 1 + i est une solution.

EXERCICE 19

Soit z et Z les nombres complexes définie par: z = Jl +2 + im— 1 et Z=z'; Déterminer les
racines quatriemes de z sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique, en déduire GOSE et
T

Sin—.

EXERCICE 20

P est le plan muni du repére orthonormé direct (o;#;¥) et A est le point d’affixe 3.
1) OAB est un triangle équilatéral direct ¢t N ¢st Ic milieu de [AB]. Donnez le module et I’argument de

I’affixe z de N.
2) OAN est isocele direct et rectangle en N. Donner le module et I’argument de I’affixe Z de N.

EXERCICE 21

Soient les nombres complexes z, =2 +2iet z, = 1 - i3, A I'image de z; et B I'image de z, dans le
plan complexe muni d’un repére orthonormal (0;€,;¢€, ).

On appelle C I’image de A par la rotation de centre O et d’angle de mesure ?ﬁ

a) Calculer ’affixe z; de C.
est un imaginaire pur . Calculer le module de ce quotient.

.‘Z; i :2
b) Prouver que =

.‘-] -'.a.j-

¢) En déduire la nature du triangle ABC.

EXERCICE 22

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal (0;€,;&, ) d’unité lcm, on considére les points

A,BetCd affixes respectifs ; a =2 - 2;-J_ b= 2+25\,/_ c=8§
1) Ecrirea, betcsousla forme trtgonometnque Placer les points A, Bet C.

que I’on écrira sous la forme exponentielle. En déduire la

a—
2) Calculer le'nombre complexe g = T~

nature du triangle ABC.
3) Déterminer le barycentre G des points pondérés ( E""D ( B Ibn (C L‘D

4) Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tels que

|M4+ MB+2 M(’.U (MM MB+2 MCH
(D'aprés Bace. SET. MTI. MTGC. 1998)
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EXERCICE 23

1) 1) Résoudre dans € I'équation =* - (2+¥3): 42443 =0
On notera 2, la solution dont fa partic imaginaire st positive
b) On considére les nombres complexes n=z, + [ el v= 1’ -2
Le plan complexe étant muni d'un repére orthornomal (o, é,;¢, ) d'unité graphique Zcm, placer les
points A, B, C et D d"affixes respectifs |, z, uetv

d) Démontrer que les points A, B et D sont alignés (D'aprés Bace. SBT. 1998)

40
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~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

150 Lt} ST v flaf =
z4i

1) Soit B(xa, yo) donc =y = xp + iy ; flzg) = 1 + 2i bquivant @ ;z:’_ =142 & 5= %_%’I
Zo +i

d'oli B(};-3)

Yzell @ z#-iOnalz+il=r o Argiz+i)=a

i 1

»

f.(i')‘f=-fi—f=*l— o ‘ot If{z’)—:'l:

2+ o+

2+

]
o4+
3) A est le point d'affixe — i implique A(0 ; -1)

a) |f)-i=+2 < ‘ﬂ:ﬁ P I_T,H[:%;

A"R(f(:]' —i)= Arg[“-'-) =—Arg(z+i)=-a ;d'ol f(z)-i= ;'[cos(—a) +J'5in(—a:)]

s 2
d'oit Cest le cercle de centre A et de rayon ——

Arg(f(2)- i) = g o Arg(z40) = —% cela traduit que Ie point d’affixe z + i appartient i la droite

d'équationy = -X <Y+ X=0.8Siz=x+iyalorsz +i=x+ {1+ pidou

Arg(z+i) = —% & y=-x-1 quiest'équation de la droite 1.

2
b) Nows avons d(A,B) = Ji++1= -—1';: donc Bel

3 |
d'autre part : — 3 i 1 donec BeD

F

Ay

(D)

41
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EXERCICE 2

1) Calcul des racines carrées de 4= —1 - 2\[2}
b g
_'.r=|(:c+.r'y)2 o _1:2+y2 =3
»==2
On obtient u; = 1-iy2 et U, = —i +iN2  comme les racines carrées de 1= —1— 24J2i

2) 222 +2iz+2i = 0: Al=-1- EJ_J—(—JJ_)Z

C -2y C1-i1-242)
1 2 3 = = 2

I 1 I +2z,

— + Sle S P . J2
5z Z 08y J_' 2

3) Soit z la racine réelle de - z* —(142i)z? +(2+2«E)3-2\5§=
12
za =25 =0
alors zj —z3 + (222 +(2+242)z, -242)i=0 {0770
( ! "F) 222 +(2+242)z,-242 =0

on ftrowve o= 1,
Aprés factorisation on trouwve (z - 'I)(:3 -2iz +2J‘-J§) =
Les solutions dans C de z* —2iz+2i:2 = 0 sont =14 (1— 2@;’ ef z, = -1+ (] +2J§):’
i3 ivi

Les racines cubiques de zo sont les racines cubiques de 1 qui sont :1 ; z3=-1 ;- 14 S5 el - % o

4) (4+ j)3 = 2i(1+i)=2(i - 1)d’oit 1 + i est une racine cubique de 2(i — 1). Les 2 autres racines sont -

PO W e W L) 1443 1443
(l-i—r]( 1 xz)m 5 5 r(l+:]( ;2}_ = T
5) v= ?+24J_ 7+4J_; D (l+iu;v)est wiesu.ffegeamernque équivaut & u* -1=(1+;);
=T +4i2
“T+442 | 7+4J’; “T+442  7+442i LT 744D
Wl+i) = J(l +i)= + L= 7442
2 . 2 2 2
doit (1+i;u;v) est une suite géomélrigue. Laraisonesfq:]+_=_1+22"5+1'§‘5,-
I
EXERCICE 3
1+ | i .
) =L o =—+—==cosF+sinZ=(1;Z+2kn
) -Ji V!E -\[2_ 4 4 [ 9 ]
c:u'n:m’.f:-n-c_k-[1,,2 z—j'-"—]avecke[O;I;E}
y B
Zu=[1;%]=cos-l’§+rsm—l”5 A :l=[' ]-—cos +{SI_I‘I— —T+—2—.-
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5= [1 s | = cos Iz 4 isin 2z

_ B\ o

2) Nous remarquons que z, =—-——+—idonc zl 2 =

3) Trouvons les complexes z=a+ bi rel s que z; +z

B

Nous savons que z=0 et z =-22 4 XZ; sont les solutions de | 'équation z;} +z=0.

Supposom #0etz# _T+ —i

T S a(a2—3bz+1)=0
Lows]
6> +3a*-b=0 b(62—3a2+i)=0

Nous remarquons que sia=0et b#0oua%0et b=0, il n'y a pas de solution. Ainsi le systéme devient

a® =35 +1=0
—3a2+bl+1:oASb’=4 e br=1 o b= oub=-02

+2=0: a’®=3a%i-3ab? -bliva-ib=0 o {

e Si f:-:-—“f,_z alorsonauraa’* =1 o az%oua:—% ce qui nous donne z=-—‘£g+%f ou
= __v;_§ +—22—r' (cas zy déja étudié)

. S:b——£ alors onaura a* =+ < a=-"§-oua=~£ =—%—%L
En conclusion les complexes z vérifiant z] +z=0sont:2=0; z; = J; \';_ L 25 =§+—J-E—r

EXERCICE 4

1) a G]O [ 2z —=2(1-cos2a)z+1-cos2a=0

Le discriminant de ceite équation est A= (1 — cos2a)* — 2(1 - cos2a) = (1 — cos2a)(-1 — cos2a)
Nous savons que pour a E]O ; 2[ ‘1-cos2a>0ef —1—cos2a <0

Done A < 0 ce qui monire gue ['équation n’a pas de solution réelle

2) A=(-1- cos2a)(1-cos2a) = cos’ 2a - 1= —sin® 2a = (isin2a)’
1-cos2a +isin2a i g 1—cos2a—isin2a

[ es solutions complexes sont z'= : e :

12| = || = 43/(1 - cos2a)” +sin* 2a = sina

Soit 0,= Argz’ alors :
1-cos2a 2$:n2a

cosf, = , = sing
! 2sina 2sina
' sin2a
sinf; = ——— = cosda
2sina

doir 8, =5—a: ArgZ’=3-a
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EXERCICE 5

24 —162% +90z% — 162 +89 =0 (E) dans C

1) a) Endéveloppant (_. +1)( - 16z +89) on obfient z* —16z° +90z* — 162 +89

b) D'aprés a) l'équation (E) est ec;u.rva!eme a2t +1=00uz’+ 16z + 89 F+l1=0o z = H}U
z=-1

Pour > + 162+ 89=0o0na A'=64 -89 =-25=25 /*: ; les solutions de cette équation son!
_1—8 S5i et zp=8+51. '

L'ensemble des solutions de (BE)est §= {r’ ,—i,8=5 8+ Sr'}
2) a) Latracé du courbe

b) [’axe (ox) est un axe de symétrie de ABCD
c) AC=[B+5i+i|=[8+6if AC=10

BD =[8—6i| = 10-

AD =8 +5i—8+5i|=10
On remarque que AC = BD =AD =10

EXERCICE 6

On considére 'application f : € dans € définie par - f(z) = 2249027 +2(6i -1 I)z 3(4i+12)
1) Sile réel z; est une solution de l'équation fiz)=0 dlors :
22z, -36=0 (1)
3 fg.-2 _ 1
—22z =36+1i(9zf +12z,-12)=0 &
e il + 1 ) {9~2+12_-,—12—0 (2)
[ 'équation (2) nous donne 2 = - 2 qui est la solution réelle de l'équation fiz) = 0

Smf zy = bi la solution imaginaire de fix)=0 alorsona:
126-36=0

Y _0ih2 —12b—22bi-12i-36=0 <
bi - 9ib* - 12b - 22bi - 12i {_53#91;-2—22%12:0

126436=0 & b=-3 doi z,=-3i
Ainsi (z) = (z+2)(z +3i)(z—23)- 4 prés développement et identification on obtient

—6iz; = 3(4i+12) < iz; =2i+6 ce qui nous donne z3 =2 - 6i
d’oli f{:):(z+2)(z+3!)(z—2+61}
2) fix)=0¢ z=-2 ou z=-3i ou z=2-6i

3) A(-2;0) ; B(O 3) et C(2;-6)
- -
AB(Q,—-B) : AC(4, - 6). Nous remarquons AC =2 AB donc les points A, B et C sont alignés.
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EXERCICE 7
==+ o u=1l+j
1) Ona_; —J-—%_"lr doncl+j+j =1- '%“ % _%_i}i -
D‘Oh‘]-l*jﬂf-j =O'J' = /% (———_:) ( %)( -;—-—;‘g-{f)=
2) Démontrons par récurrence que ™" = i

. i3
- Sin=0onaura u=4* vraic car 1+ +_,r =0 @ utj=0 & u=o
3) - Sy g il el ntd _ Comtd

PPO Qi g u -j et momrons que u -J

= H2MI % 12 = Y aan i (1+ %+ ) X_;
Puisque 1™ = F™2 alors 2 = ] ,,+2 = n+3
3) Onm'l!queu —(] +J) _I+J+J' "'J o uzu_,fdouuh-—_;
Application :
1 = 212 13:0-3)4 =1
u3 - umﬂ oy _j.15+2 L -jlssz = 'fz T %4-%;‘
EXERCICE 8

U, = (%)" , Vao=n% , z,=U,(cosV, +isinV,)
1) znestréelsisinV, =0 ie V,=kn ; n%=kr nousdonne n=3kaveck un entier naturel
2) Uo=1letVo=0 donc zy =0— My(1;0)

Uy=% et V,=3 donc z, :—%+%i - Ml(-%;%]
Uy;=5 et Vy=m donc z3=-35 - Mj(—%; )
Uy=3 e V=% donc 3¢=—3—12—£f - M,(—;z,-%
a)
Ay
----aM
EMa 0 E Mo
! X
My
b) Les longueurs des cotes du triangle OM,M,. sont
n+l J_
OM,, =|Zn|:Uﬂ ; OM,, =|z’“| =Uy o M M., | ~n+1 'Jr‘_ﬁ'(E) U,

Le triangle OMM,.; est un triangle rectangle : En effet Un+| =3U, donc
G "+'| + M M'%_‘_] Uﬂ"ﬂ .......... +%U§ = Uj = OMEI
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EXERCICE 9

A(1;0) ; B(-1;0) deux points du plan
z# 0 et Mun point d'affixe z ; M d'affixe z' tel que zxz'= 1
1) a) Lorsque z = 2(1 + r‘) et 2'= xX'+iy' ; zxz2'=1 équivaut & :
(2+2i)fx'+y'1)=1 & 2x-2y +(2x'42y)i=1 {2X —2y'= l/ b A it )
2x'42y'=0 /= x=qel y=-7
b) Ladroite (AB) a pour équation y = 0 qui est I 'axe des abscisses z x z'= | équivaut é z’" est l'inverse

1 1 b3 r
de = donc | z | = el Argz'= - Argz donc M et M’ sont symétrigques par rapport & l'axe des
A

-7 5
abscisses. Ce qui prouve que (AB) est la bissectrice de l'angle | OM O' M

—

On sait que OA* = | donc OMxOM' = 1 car OMz[::I : OM‘=| | et zxz'=

P T 2 2 P ¥4 _ 12 2
2) a) (—;- —])[-;' +1):[";‘) _1=z +2;"+z —1= 2+ ( ) y zz'=

b) I milieude (M M’] implique que I'affixe de I est ;
Dope JE=E20 Y o =Tl o np-b. BT
2 2 2

) - a2 :
D’aprés a) [Z ; i 1)["' ;- + 1) = (" 5 ') équivaut & JAIB = IM. (MM") est la bissectrice de

N
14 IB|signific que d(M ,(14))=d(M ,(IB)) el d(M', (I4))=d(M",(IB))

EXERCICE 10

a un réel appartenant a ]— £ g[

(E): (l+:’z}3(] —ilga) = (1-iz)’ (1 +itger)
\3
a) Siz est solution de (E) alorsona: [(14-:..) (I—:rga)| | (1-iz (1 +itga |<::>| 1+:d I [(1_ iz) |

car |1 - itgal = 1+ itga| d'ou 1+ =1-i]
b) Siz a+:ba!c)r.sl+r«'—l—b+me!1—:7—]+b ai 2 2
(-b+ai=|t+b-a] < (1= b) +a* =(1+b)+a’ < (1-b) =(1+8)" = b=0
d'ou z = a qui est réel
1+itge cosa+isina _ € =c2"’=(e‘“)z

e 1-itge " cosa—ising e

b) == 1gp(E) o (1+ige) (1-iga) = (1-itgy) (1+itga)

; 3 : &
[l+uga} =1+!fga@(€2r'go)3 “ s3p=a+2knc p=%+Aaveck 5[0;1;2}

1-irga 1-itga

46
EXERCICES CORRIGES DE MATHEMA TIQUES }

Scanned by CamScanner



Nombres Complexes : Solutions

¢) Les solutions de (E) sont = Zo=1g%; z, = yg( ZTH) ozy = ;g(£+i£)

(19

EXERCICE 11

1) a=16(1-i) ; |a|=16V2 ; drga=-=+2kn
les raci L - n
racines cubigues de a sont : Q. -2,{_ ,—ﬁ+3%—]
ay = [ZJ_' —i] = zﬁ(cosff—jsin{f)
a, = Z-Jf, 221 = 22(cos 22 + isin 3£
a, = Zﬁ; 5{}:2(({:03—+rsm-§)
2) a) z; =1+i+2\2¢" = 1+i+2v2(cos A +isinA) = x; + y,i
X, =142J2cosd et v, =14242sin2
b) Ml(xl iy;.) avec X, = 1+242cos 2 - 242 cos A = x; =1
, =1+242sin2 2stin,l=y;_—l
= 8cos’A+8sin’ A= (x—1)" +(y—1)* & (x; —1)* +(y, -1)" =8
d’ou I'ensemble (E) des points Mj est le cercle de centre I(1 ; 1) et de rayon r = 242
3) -(+)'=a o |-+ =|a|=16y2 & [:=(1+1)]=242 d’ouzest I'affixe de

I'ensemble des points M du cercle de centre Q2d affixe | + i et de rayon r = 242 . Ce qui est I'ensemble
des points de (E).

EXERCICE 12
1) "=1oz"=[1;2%x]z =[l,i"’;]-0052”+:$1n”” avec ke{0,1,2; n-1}
2) zp+zf 4+ zf =S
a) Si p=kn a;’ors _ |
2P hzf b Ziy = 1427 + 28 bz —1+(z{’)k +(z'2‘)k +(z:,’_,)Jk =1+1+....... +l=n

b) Sip n'est pas un multiple de n alors

; P 4 P i - -Zp _3.0
S=1+zf +zf +2z{..... cAzh =14z 427 4+ 27+

EXERCICE 13
Soit a €[0; 27]
15 & —(2“” cosa)z +2% =0 (I} A= [2" t:r;)s.«ur]2 -2% = 2“‘[:;052 a- ]]
A =2%(-sin® a)=—{2° sina)’ =[i2° sina]1

zy = 2”[wsa+:’sina] s By = 2“'[cosa —.f'sina]
2) AdaffixezietB d'affixe z). Le triangle OAB est équilatéral si a = gcar A et B sont symétriques par

[}

rapport & (ox)
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Nombres Complexes

EXERCICE 14

Ittt =1
Résoudre dans € {z\z) +z)z3+ 2,2y = 1
21252 = :
Nous savons que (z-z,)(z -z, )z~ 2,) = (= —:,)(32 —(z, +23)z 42, x )

:] _(:2 +:'-;): +:2:3:_:l: +(:|:2 + les}:—:]::::g

e U Wi S D S (U
=2 = (5 45 +5)27 (52 452 +553)7 — 055
Nous savons par ailleurs que =), z;, z; sont solutions de l'équation du troisiéme degré suivant .

-t4z-1=00 2(E-D+(z-1)=0 o {:—1](:2 +l)=0 oc=louz=fouz=-i

L'ensemble des solutions du systéme est {] tii=i }

EXERCICE 15

1) L'égquation z* = (1 + JE): +2 = 0 admet comme solutions 1 et 2
1-iV3 1+i/3

3) FhaEl & Poswl=d & @ ou z=
z 2 2
—iy2 2+iv2
z+l=ﬁ A= :{—ﬁ:-&l:ﬂ == :=Ji—,}li—- 0":=J_—2:—

3) P(-")=34“(]+ﬁ):3+(2\5):2—(]+ﬁ):+l : Z=;+%
P(:)_-_:3+2+—I2-—(I+\5)[:+£)+2=Z:—(I+J2_)Z+~J’5

P(z) = 0 nous raméne & l'équation de (1) d'ou les solutions de P(z) =0 sont :

1-i3 o 1+id3 _ J_—:J_ o \f_-;-;.J_

z = s Iy =

A=—g w BT g AT g — 5

EXERCICE 16

f(5)=:1+a_-.2+b:+8f o =141 et 2y =2

). fl+H)=0 < Qui +(1+h=2-10i

f(2H=0 o b=-2ai
La résolution de ces deux égqualions nous domne a=1-5i et b=-10-2id’ou

f(z)= 22 +(1-51)" = (10+2i)=+ 81
2) f("} =('— - )(.,___-;,_){;-— "-) Lo f(:) S(S—I—J')(:sz}(z-zg) avec z3= -2 + 2i d'ou

- e ]

J(@=)= (-—l—;)(.—z;)[: +2- Zr')
3) d=v2 ; argz=% : |2
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EXERCICE 17

Soit (E): 27 +(i-2)z2 +3(1-i)z +2i-2 =0
33—223 +3ZU _220

zg =3z,+22, =0

1) Zoest une racine réelle de (E) équivaut é : {
On obtient zo= 1. D'oit (E): (2~ 1)(2* +bz-2i +2) =0

Ontrouve b=-1+i. (E): (z- ])(32 +(-1+i)z+2- 2:’) =0.

Les racines de I'égquations (zz +(-1+i)z+2- 2;‘) =0 sont z =1+i et z;=-2i
Posons que t = x+iy: |z, —f|=[1-x-p|= (l—x)2 +y!

|;,,-1 —.rl= J(l —x)2 +{1—y)2 o —r|=.,Jx2 +(2+y)2

fo=A=lr =l -1 = {(]_x}z"(‘-y)%(l—x)?wz o {
(-2 =(1-p) =22 +(2+)’

doit r=-231;
272
EXERCICE 18

Ainsi ['équation devient : (zl -2z+ 2)(32 -4z +4z)+ 13) =0
Les solutions de ['équation z* —4z+13=0 sont 2+3ief 2-3i

L 'ensemble des solutions de I'équation z* = 6z° +23z* =34z* +26=0 est :
S={1+i,1-i,2+3i,2-3i}

EXERCICE 19

z= J1+ﬁ +fJJ5—1 ; 2= Fal Apreés les calculs on obtient 2 =8i done Z =8i :[g ;£+2kﬁ]
D ot les racines quatriémes de Z sont de la forme Z,, = [2% s I+ 42 qvec k €{0; 1; 2; 3}
3 eigm
Zy =2 (cos(%+ ) +:sm(-§-+*—;-))
Puisque -4 = 7 alors z est une racine quatriéme de Z ainsi les racines quatriemes de Z sont : z, -z el —iz

avee z = J1++2 + V2 - 1. En donnant & k la valeur 0
On obtient z =2+ (cos§ +ising) = 2 +idy2 -1

-JI+J2_=U2+‘J§ . sina_'Jﬁ_l_\,i'—ﬁ .
-‘—_2 »

2% )

o =
COSS — 8 23,’4 2
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Nombres Complexes

EXERCICE 20

R M 2 Ay

B

=

A
Le triangle OMA est rectangle. M étant le milieu . L'angle AON =% car le triangle OAN est isocéle

de [AB] alors AM = 3 d'ou . rectangle donc Argz =%
OM? =04 - AM* =9-3 & OM=3L | ON*=104' o ON=Ldoi|]=2f
d'on I‘:l = 3—"2'5 E

A
L'ﬂﬂgfe[AOﬂ{J =30°=£d'oit Argz=%

EXERCICE 21

5 =24+2i : :2=1—1‘J§
A est I'image de = et B est I'image de z,.
a) Calculons !'affixe de z3de C :
OC =04

C est I'image de A par la rotation de centre O et d'angle de mesure de 22 équivaut @ ( S

OE,JCJZ_
6

04=|z|=242 = 0OC=22
OC=|5|=242 = |5|=242

- = & S .
[OA, OCJ =argz, —args, =4 = args =S-tangs

Soit 6, I'argument de z;
')
cost; =3 } - 9]:%
sind, = %

z3 22\5(005 LE +isin%¢)= 2\6(_\,34‘”6”\5;\{5] =-3- l+:‘(]—\f§)

1
1

b) Prowvons que ——% est un imaginaire pur

: 50
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zr:z;‘-’i"”(l—«ﬁ)—lw:ﬁ (—2-J§+f)(|-f(2+J§))_f(8+4J§)
5y— 5 2-2i-14i43 - 1+(2+J§)2 T g4

=i

Ty . .
- €3l un imaginaire pur.

=1 = BC=BA = letriangle ABC est isocéle,

] Zq —2Z - -+
D'autre part arg[i——’} = (BC - BA] = arg(i) = & donc le triangle ABC est rectangle

=5
EXERCICE 22

) (o2, Ez) est un repére orthonormal direct du plan d'unité 1 cm

a=2-2if3, b=2+2i3, c=8 ona:|d=4,; |6]=4 |d=

arg(a)=—-%, arglb)=% ;

dott a= 4[005(-£) +isin(- i)] b= 4(cos% + fsin-_’,;i) ¢ = §(cos0+isin0)
a-c _ —6-2i3

2 =
A
onalgl=1 = |a —q= |b —c| alors AC = BC d'oule triangle ABC est isocéle et puisque

=2+ %—cos +isin% d'oi g = e

arg(g) = (EB, CA) = £ donc le triangle ABC est équilatéral.

3) Déterminons le barycentre G des points pondérés (A, | aD , (B, ]bD (C s ch

Ona:4GA+4GB+8GC=0 < GA+GB+2GC=0

a+b+2¢

G a pour affixe zg = — =5 ; donc G est le point de coordonnées (5, 0) dans le repére

(0; & &)

4) Déterminons ['ensemble (E) des points M du plan tels que e e ﬁ/? C”

- — -+ had -+ -+
MA+ MB+2 MC| = |MA+ MB-2M(| < 4 MG = CA+CB
Soit 1 le milieu de [BCJ
|4M(}ﬂ C,A+CB[ & [|MGl=(2CT
JG - %12 EG‘ & MG =GC =3 d'oit (E) est le cercle de centre G et de rayon 3.

Construction de (E) : Vaoir figure

.. Bl
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1 B (E)
= >
N G_~/C X,
J
A

EXERCICE 23

1) a) Soit a résoudre dans Cl'équation =* - (2 +3):+2+43=0

A=[—(2+J32—4(2+J§)]=—1=52

_2+43 . _2+43
Zl-— 2 +TI = Iy = 2 _-2..;
S={2+2J§+%i;2+2£—-2’~i}
c) u=z+1 o u=4+2v@+3'i
st o v=19+3‘6+4+‘5;“l“2 - ,,=5+4‘E+4+‘G;
d 2 4 2 2
Plagons dans le plan complexe les points A, B, C et D d'affixe respectives 1, z), u et v dans le plan muni

d'un repére orthonormal (0; &, &)

2

c) Soit & démontrer que les points A, B et D sont alignés

14443 e i 3443 .
i Al X | day, . [AB AD]= T T3 | 4343-3-443
1 4443 (&%) ’ + LIRS 4
2 2 2

d&(_ ) (EB ID) =0 d'oitles points A, B et D sont alignés
€).6; L
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Arithmétique
~ ENONCES ~

EXERCICE 1

1) Lesentiers ab et ba sont écrits en base quatre.
A x 2 P E _CE =0
Résoudre le systéme en examinant toutes les possibilités pour aeN : o
4 a+b+3=uab

2)aeth prenant les valeurs trouvées en 1), écrire en base dix puis en base deux chacun des entiers
naturels 3435 (€crits en base 4).

EXERCICE 2

Résoudre dans ZxZ
a) I’équation 3x-5y=6
3x=5y=

b) 1 té
) le systeme {y oy [5]

EXERCICE 3

Démontrer par récurrence que :
VneN 2x6x10x.......x(4n-2)=(n+1)(n+2).........x2n

EXERCICE 4

1) Démontrer que ¥ €N ; 37! +2 54> st divisible par 11
2) Déterminer I’ensemble des entiers naturels a tels que 3*"*' + «.4”"*' soit divisible par 11 pour tout
entier naturel .

EXERCICE 5

1) Démontrer que pour tout entier naturel p, 81p —45p’ est divisible par 5.
2) Déterminer les entiers naturels p tels que p + p— 2 soit divisible par 7.

EXERCICE 6

A tout couple (x, n) d’entiers x et  supérieurs ou égaux 4 deux, on associe le Nombre entier noté a(x, n),
qui, dans le systéme de numération de base x, s’écrit avec n chiffres dont le premier et le dernier sont

des 1 et les autres (s’il y en a) des zéros.
Ainsi a(3,2) = 11en base 3 qui est I’entier quatre.

a(33)=101" =10
a) Montrer que quelle que soit la base x, a(x, n) est divisible par a(x, 2) si n est paire et ne 1'est pas si n

est impaire. .
b) A quelles conditions les entiers x et » doivent — ils satisfaire pour que le couple a(x, n) soit divisible

par 3.
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Arithmétique N .
EXERCICE 7

Soit N un entier naturel tel que, en numération décimale, N s’écrive abed et que I”entier qui s'écrit
beda par 7.
1) Montrer que si @ =7 alors beda =10 N = 0[m0d 7]

En déduire que pour cette valeur de a, N est divisible par 7.
2) Montrer que 10N — 3a est divisible par 7 ; en déduire que si N est divisible par 7, alors a =7

EXERCICE 8

1) Soit N I"entier naturel dont I’écriture dans le systéme de numération de base 13 est N =25x 3. Pour
quelles valeurs de x : N est — il divisible par 6 ? divisible par 4 ? divisible par 24 ?
2) Déterminer I’ensemble des éléments x de Z qui vérifient : 3x = 23(med 7) . En déduire I’ensemble

des courbes (x, y) de z? qui vérifient 3x -7y = 23 ,
. (D’'aprés Bac SET 1991)

EXERCICE 9

1) Trouver trois naturels a, b, ¢ différents del, premiers entre eux deux a deux et tels que
axbxc=495
2) x,y, z étant des chiffres de la base dix, on considére le nombre A = x13y8z en base dix. Déterminer

tous les triplets (x, y, =) pour lesquels A est multiple de 495.
(D’aprés Bac SET 1980)

EXERCICE 10

Les chiffres dans le systéme de numération de base seize sont 1 0, 1,2,.......9,a, b, ¢, d, e, f.
1) Calculer le quotient Q et le reste R de la division euclidienne des nombres M par N dans les cas
suivants : (la disposition pratique de la technique de la division en base seize est exigée)

a) M=cafe et N=bac

b) M=abada et N = def
2) Vérifier les résultats du 1) 4 I"aide des écritures de M, N, Q et R dans le systéme demmal
3) Déterminer deux entiers relatifs x et y tels que 51966x +2988y = 18 ; 51966 et 2988 sont donnés

dans le systéme de numération de base dix.

EXERCICE 11

1) Montrer que si p et q sont deux entiers relatifs premiers entre eux, il en est de méme de pet q°.
2) On se propose de trouver les racines rationnelles de I’équation (1) :3x* —2x*> +6x-4=0

a) soit 2 un nombre rationnel écrit sous forme irréductible. Montrer que, s’il est solution de (1) alors a

divise 4 et b divise 3. ) o
b) Montrer qu’une solution de (1) ne peut etre négative.

¢) Déduire de ce qui précéde que la seule solution rationnelle de (1) est % .

3) Résoudre dans € I’équation : 3¢’ —2x? 46x-4=0

33
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Arithmétique
EXERCICE 12

1) Etudier suivant les valeurs de I"entier naturel n le reste de la division euclidienne de 7” par 10.
2)_ Dans le systéme de numération décimale, déterminer, suivant les valeurs de I’entier naturel n, le
chiffre des unités de 'entier A(n) définie par AG) =1+ 7 +......+ 7"

EXERCICE 13

1) Résoudre dans Z2 I’équation 17q - 11p =2 '
2) On considénf par n la classe d’équivalence modulo 187 de I’entier neZ. Résoudre dans Z/187Z
’équation x> —1=0

EXERCICE 14

Soit E I’anneau Z/33Z , la classe de entier naturel 1 sera noté /i

1) Soit f Papplication de E dans E définie par f(x)=17x+9

Trouver I"inverse de 17. Résoudre dans E I'équation f(x)=0

2) Montrer que f est une bijection dont on donnera la bijection réciproque.

EXERCICE 15

a2y

Résoudre dans N 1’équation : 3% — 5x3™ —3" +5= o[t 1]

EXERCICE 16

1) Déterminer le PGCD des nombres 21590 et 9525
2) Déterminer 'ensemble des entiers relatifs x pour lesquels 34x = 2[5]

3) Résoudre dans ZxZ I’équation 21590x + 9525y = 1270

EXERCICE 17

On désigne para la classe d’¢équivalence modulo 15 de I’entier a.
1) Déterminer les couples (a,6) telsque ab=0, a#0 et b#0

2) Résoudre dans Z/ I5Z I’équation x” —6x+5=0
3) Résoudre dans (Z/5SZY le systéme suivant :

3x+3y=0
Ix+y=5

EXERCICE 18

b est un entier strictement positif supéricur a 1. On rappelle que &2 - 1=(b+1)(b-1)

1) Quel estle PGCD de bet(b-1)1
2) Quel est I’ensemble des solutions dans Z* de ’équation b x +(b-1)y=1?

APPLICATION NUMERIOUE : Résoudre dans ZZ* I'équation 9x+2y =1
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EXERCICE 19

Déterminer les couples d’entiers naturels (g, b) tels que

1) {a +b=168 %) {PGCD(&,JJ) 0T
PGCD(a b)) = 21 PPCM(a,b) =108

3) (a,b)#(0,0)  PGCD(a,b)+ PPCM(a,b)=b+9

EXERCICE 20

Déterminer les paires d’entiers naturels {a,b}qui vérifient :
n—16d = 1977 ol n =PPCM(q, b) et d = PGCD(a, b)

EXERCICE 21

1) Etablir que Y(a,b,9) €Z°, anb=bn(a—bg). Lanotation anb désigne le PGCD des entiers
relatifsa et b .
2) Montrer que Vn e Z (5;13 - .'i')f\ (n+2)=(n+2)A38

3) Déterminer I'ensemble des entiers relatifs » tels que (n + 2) divise (Sn3 —n).
4) Quelles sont les valeurs possibles du PGCD de Sn”—netn+27?

5) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tels que (51*:3 - n) A (n+ 2) =19

EXERCICE 22

1) Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de I'équation (1) : 5x -4y =2.

2) On considére I’ensemble des couples («, &) solutions de (1)

a) Quelles sont les valeurs possibles duPGCDde aet b ?
b) Montrer qu’il existe un seul couple (a, #) dont le PPCM de aet best 60 et le PGCD de a et b est 2.

EXERCICE 23

1) Démontrer, quel que soit I’entier naturel n,ona : 3343 1 9m32 20 [7]
2) Résoudre dans Z/7Z I’équation : x* +2x+6=0
a’? -b* =405

3m=ab

3) Résoudre le systéme (@,b) eN'xN’ { m étant le PPCM des entiers @ et b.

(D’aprés Bac SET. MTL MTGC. 1998)
EXERCICE 24

1) Onsaitque: 10° -1=9x111
10° -1=7x11x13 .
. . :
Pour fout entier naturel, on considére le nombre 4 =10 +2x10% +2x10™ +1,

Déterminer le reste de la divisionde Apar 111
2) On suppose n impaire. Démontrer que A est divisible par 7, par 11, par 13.
3) On suppose # pair
a) Démontrer que A — 6 est divisible par 11, par 7, par 13.
b) Quel est le reste de la division de A par 11 1x1001 ?
Rt Tt i v T et A {D’aprés Compasition 1° Période District de Bko 1997)
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EXERCICE 25

‘El Ilitcrmincr Suivant les valeurs de I'enticr naturel m, le reste de la division do A"par'.

2) Déterminer suivant les valeurs de 1'entier naturel , le reste de la division de
A= 851" 4851 488517 4 2 par 7,

3) On Considéte e nombre B qui s"éerit dans le systéme de numération A base quatee, B = 2103211,
Déterminer dans le systéme décimal le reste de la division du nombre B par 7,
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~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

1) Les racines ab et ba sont écrit en ba quatre :

{E-&Ew _ {4b+a—-4a—b=a =3a(b-a)=a (1)
a+b+3=ab a+b+3=da+b = a=1 (2)

L ‘équation (1) est équivalente aux cas suivanis :

o Sia=0 alorsb=1 etona: 3131 =221=11011101"

e Sia=3 alorsb=2 c!ona.'md=222:mz

o SIa=6 alorsb=3 etona: 3133 =223=11011111"

EXERCICE 2

Résoudre dans Zx Z :

a) L’'équation 3x —5y = 6:

31-5y=6 <> 3x=6+5y <3x=65] & x=25] & x=5k+2

Onobtient dans 3x—5y=6 , y=3k

D'oit I'ensemble solution dans Z’ de 3x =5y =6 est S = {(Sk+2,3k) ; k €Z}
. 3x-5y=6

b) Résoudre dans Z x Z le systéme 5

y=x[s]
3x-5y=6 = x=5k+2 ;yz.rz[S] =3 yE(5k+2)?[5] < y54[5] o y=5k'+4

Puisque nous avons aussi y = 3k alors on obtient Sk'+4 =3k
Soit —Sk'+3k =4 ¢ k=5a+2 (acZ)doiul'ensemble des solutions dans Z x Z du systéme

est: x=Sk+2=252—8 : y=3k=15a-6 ic S={(25x-8;15a-6) a@eZ}

.D'aprés a):

EXERCICE 3

L]
Déterminons par récurrence que ¥V'n eN

2x6x10x......... x(an-2)=(n+1)(n+2)....2n
Nous savons que pour n=1:2 =2 de mémepourn=2ona 2x6=3x4=12
Supposons la propriété vraie jusqu'au rang n ie 2% 6 10.......x(4n=2) = (n+1)(n+2).... 2n e

mantrons qu'elle est vraie au rang n+1 ie

2% 6% 10x.....x(4n - 2)(4n+2) = (n+2)(n+3)x...... x2(n+1)

D'aprés I'hypothése de récurrence 2x6x10x..... .x(4n - 2) = (n + 1)(:1 +2)>< ...... x2n donc
2x6x10x...... x(4n—2)(4n+2)=(n+1)(n+2)>< ...... x2n % (4n+2)
=(n+1)(n+2)x..2nx(2n+1)x2= (n+2)x (n+3)x...x2nx (2n+1)x2n+ 1)
=(n+2)(n+3)...2(n+1)

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang (n+1)
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EXERCICE 4

1) Démontrons que : Vne N 32" 42 x 4*! o5t divisible par 11
32n+| R 3?:; =3x 9" . 43!”-' =4 x43?!

Nous savons que 4" = 91 1]donc2 x 47" = 8x 4% =8 x 9"[11]

Ainsi 3371 £ 5 4341 2 (3 x 9" +8x 9"){1 1] e 3 Lax4d g 0[1 ]]

Car 3% 9" +8x9" = 11x9" = ([11] |

2) 3" ad™ = 0[11] 39" +4.09" = [11] 2 4a+3=0{11] & a=2[11]
doitae{llk+2} aveck eZ

EXERCICE 5

1) Démontrons que pour tout naturel p 81p° - 45p* +4p est divisible par 5

Nous savons que 81=1[5] , 45=0[5] er 4=4[5]alors 81p° -45p* +dp= p’+4p[s]
Pourp=1 p? +4p=550[5]

Pourp=2 p5 +4p=40£ﬂ[5]

Supposons que pour toutp € N p* +4p = 0[5] montrons alors que (p+ 1)5 +4(p+1)=0[3]
Ona: (p+1) +4(p+1)=p° +4p+5(p" +2p* +2p 4 p+ 1) = O[5] par p* +4p=0[5]
Par suite, pour tout entier naturel p, 81 p°> —45p° +4p est divisible par 5.

2) Déterminons les entiers naturels p tels que p* + p—-2 soit divisible par 7.

Pour pe {0, 2,4,6, 8}. p® + p—2 n’est pas divisible par 7

Pourp=1 p’+p-2=0=[7]

Pourp=3 p’+p-2=28=[7]

Par suite p* + p—2 estdivisible par 7sip=1+Tkoup=3+Tk ke N

EXERCICE 6

Soit = a(x,n) =100--001"  (n chiffres)

a) =a(x, n) = 100--001" (n pair) ofx,2)= 117

Lorsque n est pair la somme des chiffres de rang pair est 1 et celle des chiffres de rang impair est 1 :
1-1=0= O[l I ] d'oit N est divisible par afx, 2)

Lorsque n est impair la somme des ch:ﬂ?es de rang pair est 2 el celle des chiffres de rang impair est 0:
2 — 0 = 2 n'est pas divisible par 11" d'ois n'est pas divisible par 1

b) alx,n)=x""—1=0[3] ssi x"" =2[3]

pour que ) s0it congru a 2 modulo 3 il faut que x=2[3] et n=1[3]

Fn conclusion a(x, n) est divisible par 3 six =3k +2 etn=3k+ l avecke N etk'e N
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EXERCICE 7

N=abcd et beda= U['}']
1) Montrons que : si a =17 alors beda — 10N = UI'?]
Ona beda~10N = b.10° +¢10+a - 10{a10° +510% + c10+ d)

a=(1-10*)
Si a=7 alors beda-10N =7(1-10%) = 0[7]

D’autre part [bcda ~10N = 0[7] = 10N = 0[7] = N= O[T]

beda = (7] car 10 n'est pas divisible par 7
2) Montrons que 10N — 3a est divisible par 7
10N - 3a=al10" +5.10° +cl10® +d -3a = b10* +c10* +d.10 +a+al0* -4a,
10N = 3a = beda + a(10* - 4) |
10=37] = 10°=4[7] & 10*-4=0[7] & a(10'-4)=0[7]
Puisque beda = 0[7] alors 10N - 3a = beda +a(10* - 4) = 07]
SiN est divisible par 7 alors 10N = 0[7] et comme 10N - 3a = 0[7] alors 3a = 0[7]= a=0[7]
OF & 0,12 sccumu 8,9} donca=7 |

EXERCICE 8

1) N =25x3 dans le systéme de numération de base 13

N=2133+513%2 +x13+3
ona:13=1[6] = N=2+5+x+36] & N=x+4[f]

N=0[6] & x+4z{}[6] — x+4=6k = x=6k—-4,kelN’

xe{0,1,2,.....12} = 0s6k-4512 = ke{l2}
pourk=1 , x=2

pourk=2 , x=8

Onaaussi: 13=1[4] = N=2+5+x+34] N=x+2[4]
Ndr‘v.‘sib!epar4<:>x+250[4} & x=4k-2, ke N’
xef0,1,2,.....12} = 024k-2512 = ke{l,2,3}

pour k= ; x=2

pourk=3 , x=10

Nest divisible par 24 ssi N est
Ndivisible par 24 < xe{2,8}n{2,6,10} & o x=2

2) 3x=237] © 3x=Tk+BkeZ

=7k+23 ¥ .03 © Yhsd puisque 7= 1[3] et 23=2[3]
3Ik+2:>k+2=3a:>k=3a-2;a62 d'oi :

3x = Tk +23 < 3x=7(3a-2)+23

3x=2lg+9=>x=Ta+3
donc 3x=2)7|e x=Ta+3 aeZ

divisible par 4 et par 6 car 24 =6 x 4
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Ona:3x-7y=203Ty=3x-283<7y=3Ta+3)-23
Ty=2la-14<=y=3a-2.aeZ

donc 3x -7y =23 & (x,y) e[(?a+3;3cx—-2)a eZ }

EXERCICE 9 | ,

1) La décomposition en produit de facteurs premiers de 495 nous donne
495=5x9x11d'oi (a, b, c) = (5,9, 11)
2) x;y z étant des chiffres du systéme décimal on donne A= x13y8z ; A esi divisible par 495 ssi il est
a la fois divisible par 5,9 et 11
A=0[5] = z=0ouz=5; A=09] < x+y+3=0[9]
A= 0[11] = yt+z-x+l= 0[11]
* Siz=0alors on aura le systéme {x+y+3 =3

—x+y+1=11%
0<x<9er0<y<9 = 3I<x+y+3<2l & 3<9%k <2l o ke{l2}
9<x<0ef0<y<9 = -8<—x+y+1<l0 o -8<IK'L10 = k'=0

x+y+3=9
Ainsi on aura : 4 ( pas de solution dans N*)
-x+y+1=0
x+y+3=18
< y=T7etx=8 Danscecas A=813780
-x+y+1=0

Siz=5 ; @ x+y+3=9%
Iz on aura ie sysieme —:c+y+1 — 11K
§<x+y+8<26 < 829%<26 <& ke{l,2}

_g<-x+Y<15 & -3<1K<15 = Ke{o1}
La résolution des 4 systémes obtenus en faisant varier k et k’ dans leurs ensemble nous donne x =8 et
y =2 ce qui correspond a A= 813285. En conclusion A est divisible par 495 si et seulement si

A e {813780, 813285}.
EXERCICE 10

1) * Ondivise cafe par bac (ou ca par ba ouc par b )

Disposition ;
a . —
crp’l‘l bac
=k =
e |= 11
—ha
92

b) c=12=11+1=1xb+1
On divise 103e par bac (on divise 10 par b) . 10=16=1145=1xb+5 d’oir EE}E: 11xbac + 492

e
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ohads | bac

A = ¢5
a7
= 45ab
lef
aba < def donc on divise abad par def ou ab pard :
ab=10x16+11=10(14+2)+11=12x14+3 =cxd +3
exf=12x15=11x16+4 = b4
cxe=12x14=12(16-2)=10x16+8 = a8

cxd=12x13=9%x16+12 = 9¢

d'oit cxdef = a479. On pracéde comme précédemment pour déterminer le quotient de 479 par
def et le reste.

En conclusion _abada = def x c5+ lef

2) Vérification : cafe =12 x16° +10+16+15+16+14 = 51955 (en base dix)

T =16+1=17 ; bac® =11x162+10x16+12=2988

292" =4x16? +9x16+2=1170 ; 51966=17x2988+1170

abada'® =10x 10" +11x10° +10x 16 +13x 16+ 10="703194 (e base dix)

def =3567 ; c5=197 ; iof =495

d'oit 3567 x 197 + 495 = 703194

3) 51966x + 2988y =18 2887x +166y =1
L'algorithme d’Euclide nous donne :

17 - 2 1 1 1
2887 166 65 36 29
65 36 7i') 7 1

Nous en déduisons les relations suivantes :
65=2887 17 x166 ; 36=166-2x65,; 29=65-1x36; T7=36-1%x2%et1=29—-4 x 7 d’ois

1=29-4x(36-29) & 1=-4x36+5x29 ¢ 1=-4x36+5(65-36)

L Ox36+5%x65 e 1=-9(166-2x65)+5x65< 1=-9x166+23 x65

e 1=-9x166+23 x (288717 x 166) <> 1=2887 x23 + 166 x (-400)

Une solution particuliére de I'équation 2887 X + 166 Y=1estalors(23,-400).

L’ ensemble de ses solutions dans Zlest: §= {(-166k +23;2887k -400); ke Z )

EXERCICE 11

1) Nous savons que si p el g sonl deux enfiers relatifs tels que pag=1 alors¥ne N, paq" =1 ; en

particulier prq’ =1
2) Soit I'égquation (1) : 3x -2x* +6x-4=0 ' .
a) Soit 2 € Q avec anb=1,si § estune solution de ( 1 ) alors 3(%) —2(%) +6(§)—4 =0

= 3a® —2a’b+6ab® -4b° =0
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a(sa2 —2ab+ 651] —A =0 0(3(;’ —2ub +6.52) =4p3

En posant k = 3a® —2ab +6b* alors ona - ka=4b%a et b* étant premier entre ewx, d’aprés gauss b

divise 4. De méme !E solution de (1), si 3a’ —b(zaz —6ab +4b2) =0 3a’ =k
)

(k' =24a* - 6ab +4ff‘v)

En vertu du méme théoréme de gauss b divise 3
&) Soit x une solution de (1), supposons x <0 alors a > 0 tel que x = —a donc

3 3 ) : 1
3-a)’ -2(-a)® +b(-a)-4 = 0 3a® + 2a® +6a +4 = 0 ce qui est impossible car a étant posity elors
3a* +2a” +6a+4>0 d'oitx ne peut étre négatif

¢) D’aprés les questions a) et b), si % est solution de (1), alors a e {124}et b e {13} ; onvérifie
aisément que seule % est solution de (1)

3
3) — étant une solution de (1), 3x* - 2x* + 6x —4 est divisible par x - % La division nous donne
3x® -2x? +6x -4 = (x—%)(Bx“ +6)a:‘ns:' (1) x =—§— oudl+6=0cx' =20 x=iJ2 ot

x=—.‘ﬁ.

Les solution dans & de (1) sont : %, iN2, —if2.

EXERCICE 12

1) n étant un entier naturel, on a7 = l[ll‘I}],‘Fl = 7[10];73 = 9[} 0]; et 7% = 1[; 0];74* - 7[10]
7452 = 9[10] er 74+ = 310] avec ke ¥
2) A(n) —1+T7+7* +T+...........+T" nous remarguons que la somme des reste est :

14 7+ 9+ 3 = 20 (Te chiffres des unités est 0)
- Sin=4k le chiffre des unités de A(n) est 1

Si n =4k +1 le chiffre des unités de  A(n) est 1+7=8
Si n=4k +2 le chiffre des unités de A(n) est1+7+9=17 qui est 7
Si n =4k +3 le chiffre des unités de A(n) est celui de 17+3=20 qui est 0.

EXERCICE 13

1) Résoudre dans Z 2 I'équation 17g-11p=2

17g-1lp=2 & 17g=211] & 6g=211] & g=4[11] o g=11k+4

On obtient p =17k +6 ; ['ensemble des couples (p, q)€ Z solutions de 11 -11p =2 est
§={(17k+6; 11k +4). k ez}

2) n désigne la classe de n dans Z/N1Z

Résoudre Z/187Z = x*-1=0

le-li.—_-ﬁ = (x—i}{x+i)=a < (x—l){x+l)50[I8'?] = (-7-1)(I+1)=(11x17)a (ae2)
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2-1=0 o [(.r—]=l[perx+!:l7q) ou (x—lzl'?qerx+l=11p)]

x=1=11p
* = —
L‘+1=17q = 17¢-11p=2. Cela nous donne p—17k+6j

Dans ce cas x= 187k +67 <> x =67

* {x—l:l?q

e = 17g+11p=2 ;onobtient p=17k-6.
Dans ce cas x =187k —67 & x =120
Dans Z/187Z x =1et x = —1 = 186 sont aussi solutions

En conclusion les solutions de I'équation x* =1=0 sont 1 , 186 , 120 et 67
EXERCICE 14

E est 'anneau Z/33.Z. n est la classe de n . )

1) fESE:x= f(x)= 17x+9 . L'inverse de 17 dans E est I'élément a tel que 17 xa =1 : on
obtient a =2 car 17 x2 = 1[33]

f(0)=0 < 17x+9=0 < 2x17+2x9=0 < x+18=
fest bijective ssi¥ ye E, 3xeEtelque y=f(x) & y= 17x+
Ce x étant unique pour y donné alors fest bijective : f T(x)=2x +15 L

2) g:E- E:x- g(x)= 22x+7 Nous remarquons que 22 = 11x2 ; puisque 11x3=0 alors :

=3 .x=*y+24mx=2y+1_§

e Si x =23k estélément de E alors g(x) = W x3k+T=7

e Six=3k+1 adlors g(x}:ﬁx(3k+f)+?=f§

—

o Six=3k+2 alors g(x)=22x(3%k+2)+7=1

En conclusion I 'ensemble des images des éléments de E par g est § = {5 18, E}

EXERCICE 15

Résoudre dans N 1'équation d'inconnu x
3% 5% 3% — 3" +5=[11]

3 5 3 35 4 5= (37— 1)(3" =)
(3 -1)f3*-s)=0f11] & 3 _1=011] ou 3*-5=0[1]

- Sk _
Les restes de la division par 11 des puissances de 3 soni: 37 = 1[1 l]

9 =11 ; 32 =91] ¢ 363 2911 ; 3M =4[] (keN)
3% _1=0f11] ¢ 3% = [l 2x =5k = Ja eN tel que x =5a
3*-5=0[1 l] 3 = 5{] | x=5k+ 3. En conclusion les solutions dans Nde l'équation
3% _5% 32 —3* +5=([11] sont : x=5k ou x= Sk+3 aveckeN
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EXERCICE 16

1) Déterminer le PGCD des nombres 21590 et 9525

Aprés décomposition on obtient : 21590 = 2x5x17x127 et 9525 = 3x5*x127 d'oit PGCD
(21590, 9525) = 5x127 = 635

Remarque : I'algorithme d'Euclide nous donne :

2 3 1 3
21590 9525 2540 1905 635
2540 1905 635 0

Ce qui nous conduit a PGCD (21590, 9525) = 635
2) 3x=215] o 17x=115] & 2x=I15] & x=§15] & x=15k+8 ke N

3) Résoudre dans Z x Z 21590x + 9525y = 1270
Cette équation est Squivalente & : 34x+15y =2 < 34x=2-15y < 34x=2

D’oii 'ensemble des solutions de l'équation est : S = {(15& +8,-34k-18) k eZ }

[15]<::>x= 15k +8.

EXERCICE 17

0 désigne la classe d’équivalence modulo 15 de I'entier a.
1) ab=0avecaz0 et b0 o (&,5) e{(Sk,Sk',Sk)}avec ke {1,2,3,4} er k'e {1,2}

2) Résoudre dans Z/115Z I'équation x* —6x+5=10
. N8 L ok o I, [E10E
x°-6x+5=0 < (x— )(xw )— = x=loux=Souy o o, U\ _s

x—1=3k et x-5=5k' < 4=3k-5kKonobtient k=3 etk'=1 ce qui nous donne x =10

x—1=5k"efr x-5=3k < 5k'—3k = 4 on obtient k=13 ce qui nous donne x = 11

En conclusion I'ensemble des solutions dans Z115Z xl—bx+5=0est S= {i, 5,10,1 i}

~

3x43y=3 ()

3) Résoudre dans (Z/115 zy {2.\: +y=5 (2)

@) < y:S—ix:(l)dew'emafors3x+3(5—ﬁx)=3xw—3x=3c:>3x=—3<:-'3;c=1-2
d'oit x =4 ou x=9 _ _ _
Pour x =4 ontrouve y=12 ; pour x=9 ontrouve y =2

[ 'ensemble des solutions du systéme est S = {(4 12),(9, 2)}

EXERCICE 18

b est un entier naturel strictement supérieur d 1
1) Puisque bt —1=(b+1)b~ 1) alors b? —(b+ 1)({;- 1)=1
En posant u=1 ef ~(b+ 1)=v alors b? (b — 1) vérifient 'identité de Bézou, ils sont donc premiers

enire eux.
2) bix+(b- )y=1. D'apres 1) (1,-(b+ l)) est ime solution particuliére de cette équation ;

Pensemble des solutions dans Z* est § = {(—k (b= +1; k0% —(b+ ])) ke Z}
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3) 9x+2y=1 estdelaforme b*x + (.-'J — 1)y =1 avec b =3 d’oit | 'ensemble de ses solutions est
§={(-2k +1,9k -4)} avec ke Z

EXERCICE 19

; . b=1
- 1) Déterminer les couples d'entiers naturels (a, b) tels que o 8
PGCD (a,b) =21
a=2la'
PGCD (a, b)=21 = {b —21p ot a’ et b’ sont deux entiers naturels premiers enire eux alors

a+b=168 < 21d'R216'=168 & a'+b'=8

a' 1 2 3 4 5 6 7
b 7 6 5 4 3 2 i
On obtient
g a=1 . a=21 " a'=7 - a=147
b'=7 b=147 b=1 b=21
a=3 - a=063 . a'=5 a =105
b=5 b =105 o B

Les couples d'entiers naturels {(a, b) solutions sont donc (21, 147) ; (147, 21) ; (63, 105) ; (105, 63)
2y Dol s e Rt =t
) Déterminons les couples d'entiers naturels (a, b) tels gue PPCM (a,b) =108

L}

a=27a

Ona: PGCXa, b)=27 = { 7

D‘autre part ; PGCD(a,b)x PPCM(a,b)=ab < ab=27x108
27a'x27h'=27 %108 =4

avec PGCD{da',b') =1

a' 1 2 4
| 4 | 2 | 1
On obtient _
1 = ‘=4 a=108
s =t a=27 5 {a' - {
b=4 b =108 =1 b=27

Les couples d'entiers naturels (a, b) solutions sont : (27, 108) ; (108, 27)
3) Déterminons les couples d‘entiers naturels (a, b) tels que PGCD{(a,b) + PPCM(a,b) =5 +9

Pasons PGCD(a, b)=d et PPCMa, b)=m
Alors a=da' , b=db' , m=da'b’ avec a'nb'=1
dinsi d+m=h+9 < dida'b-db=9 < d(1+a'b'-b)=9 destdonc un diviseur de 9 :

de{l,3,9}
* Si d=1 alors a'b-b=8 < b(a-1)=8 = bestundiviseur de8 b'e{l,2,4, 8}_

Remarquons que pourd =1, a=a'et b=b" d'otonaura : b=leta=9 ; b=2eta=5 ; b=4et

a=3 _
* 8 d=3 alors a'b'-b'=2 & b‘{a‘—l)zZ Onavra: b'=leta'=3
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Ce qui nous donme a=9 et b=3
* Si d=9alors ab-b'=0 o b(a@-1)=0 < a'=1e b'eN
dotta=9 et b=9b". I’ensemble des solutions est

§={(9.1).(5.2)(3,4)(9.3)(9.9b"). 6’ e N}
EXERCICE 20

1) Déterminons les paires d’entiers naturels (a, b) qui vérifient
m=16d =1977 ot m=avb,d=anb

Nous avons a =da', b=db’, m=da’b' avec a’ b’ =1
m—16d = 1977 < d(a’b' — 16) = 1977 : d est alors un diviseur de 1977 = de {I, 3, 659, 1977}
o Sid=lalors a'b'=1993 a’ =1etb'=1993=a=1¢t b=1993

o Sid=3alors a’h’ =615=27x25 :onauwra a’ =1 et b' =675
ce gqui nous donne a =3 et b=2025 ou b' =25

ce qui donne a =81 et b="75
o Sid=650 alors a'h'=19 = a' =1et b* =19 ; cela nous donne a = 659 et b=12521

o Sid=1977 alors a’h’ =17 = a' =l et b’ =17, cela nous donne a = 1977 et b = 33609.

L'ensemble des paires (a, b} est donc
={(1, 1993), (3, 2025), (81, 75), (659, 1252 1), (1977, 33609)}

EXERCICE 21
1) D'aprés I'algorithme d’Euclide si a =bg +r alors a nb=b Ar puisque r = a—bq alors
anb= bn(a—ba)
2) La division euclidienne de 5n® —=10n+9 et pour reste r = —38
dois (5n* —m) A (n+2)=(n+2)A(-38) = (n+2) A38
3) 5n® —n est divisible par n + 2 si (Sn —n)n.(n 2)=n+2 & n+2)A38 n+2 . Pourcelan +

2 doit étre um diviseur de 38
dioi: n+2€{-38,-19,,-2,-1,1,2,19,38} > {~40, -21, -4,-3,-1,0,17, 35}

3) Les valeurs possibles du PGCD de (Sn - n) et (n+2) sont les diviseurs positifs de 38 qui sont :
1.2 19 et38 (5n3 —n)/\(n-!—Z): 19 sin+2= 0[19] et n+2 est impair d'oi
n+2=19(2k +1) = n=38k+17 avec ke Z

EXERCICE 22

1) Déterminer les couples d'entiers relatifs (%, y) soltions de I'équution (l} Sx—4y=2 (2,2) est une
solution particuliére de I'équation (1).Les couples (x, y) solutions de l'éguation (1) sont tels que
x=dk+2et y=Sk+2 keZ S={ak+25k+2), keZ }

la=4k+2
4) (a, b) est (l)m{b:ﬂ:-&'l keZ

a) Ona:
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anb=(5k+2)n(Sk+2)=(4k+2)A(Sk +2-4k —-2) = (4k+2)nk =k A(4k +2-4k) =k A2
= arb=2onanb=1
avh =60
anb=-2
b - z
} Vaedisn ¥&Z
b=5k+2
On sait que ab =(a v b) x(a Ab)
(4k +2)(5k +2) =60 x 2
20k* +18k-116=0

A’ = 2401 = 492

-9-49 29 -9+49 20
Ry = = EZ < k= -—=
' 20 10 TR 20 10 2
alors k=2=a=10et b=12

EXERCICE 23

1) Démontrons que :
Pour tout entier naturel n, 37 +2"7 =0 [7] ona 3* =2 ['}']
alors pour tout entier naturel n, 3= 2['?]
3 = 0n x 37 427 %27 [T]
PArE anis 4 g3 297 35 [7]

Droir 37 + 22 = 0[7]
2) Soit & résoudre dans Z/1Z = {(), 1,2,3,4,5, 5} I'équation x> +2x+6=0

Ar=i-6=-5=2=(3)
x=—i-3=3 x"=-i+3=2
dio S = {2, 3}

m'étant le PPCM des entiers a et b.

a’® —b? =405
3) Soit & résoudre le systéme (a, b) N*N {

Im=ab

PGCD des entiers a et b. On sail que md =ab et a=a'd et b=b'd otia' et b' sont deux

Soit d le
d=3et a=3a",b=3b"

entiers naturels premiers entre eux 3m= ab < md =3d alors
a® —b? =405 & 9(a'2—b'2) = 405

at-bt=450 (a' -Fb’](a’ ~b')=45
les entiers a', b" solutions sont (a’ =23 et b'= 22) ou (@' =7,6"=2)

D'oi: I'ensemble des couples (a, b) solutions est : S = {(69. 66](2 1 6)}

EXERCICE 24

1) 10° —1=9x111 ;10°+1=7x11x13
n est un entier naturel quelconque
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A=10" +2x10% + 2 x10% 41
a=(10" + 1][10’"(103" +1)+ 1}

Onsait que 10> -1=9x11] = 10’= 1(111)

alors 10" = I(111) o 10 +152(111j

parsuite A=2x3(111) <« A=6(111)

2) Onsaitque 10° +1=7x 11x13

alors 10° =-1(7) ; 10°=-I(11) e 10° = -1(13)

Pour tout entier impaire n, on a : 10" = ~I(7) 5 WM =-111) e 107 =-1(13)
10 +1=0(7) | 10V +1=0(11) et 10¥ +1=0(13)

dot A=0U(7) , A=011) ea A=013)

5) a) Pour tout entier naturel paire n, 10 =1(7) ; 10" =1(11) er 107 =1(13)
alors 107 +1=2(7) , 10™+1=2(11) e 10% +1=2(13)

doit A=6(T) , A=6(11) e A=6(13)

donc A — 6 est divisible par 7, par 11 et par 13.

EXERCICE 25

1) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division de 4" par 7
4°=17) , 4=47) , 4*=2(7) , 4 =17
Pour tout ke N 4% = 17) , =47 , 43 =27 donc pour tout entier naturel n,
4" =r(7) avec refl,2,4}
2) Déterminons suivant les valeurs de l'entier naturel n, le reste de la division de
A=851" +851™" + 851" +2 par 7

851 =4(7) = 851%" = 4% (?)} i i)

4 = (@) =1()
8517 =4"(7)
4% =(4%)" =2°(7)
851" =4"(7)
Par suite A =851 +851%" +851" +2=1+2" +4" +2(7)
Pourn=0 A=57) , pourn=1 A=2T) , pourn=2 A=2X7) , pourn=3 A=57)
Pourtoutke N, n=3k = A=57) , n=3k+1 =2 A4=2(T), n=3k+2 = A=2(7)
Done A=r(7) avec re{2,5}
3) B=2103211 =2x46+4°+3x4’ +2x4% +4+1
B=2+2+3+4+4+1(7)
done B=2(7)

} - 851211 = 2»{?}
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~ ENONCES ~

EXERCICE 1

Trouver trais nombres réels g, b, ¢ positifs (a < b < ¢) constituant dans cet ordre les trois premiers

termes d’une suite arithmétique et vérifiant simultanément les deux conditions suivantes :
{a +b+c=12

2 2 I3 - r # a
a”,3b,c” constituent dans cet ordre les trois premiers termes d'une suite géométrique
(Comp. SET 1978)

EXERCICE 2

Soit la suite numérique U définie par {U' -
YrneN;3U,, 22U, =3 a
1) Calculer U, Us et U,.
2) On appelle ¥ la suite définie dans N” par v, = U, =3
Calculer ¥ et montrer que I’on a : 3V,,, — 2V, = 0. Quelle est la nature de cette suite ? Exprimer V, en
fonction de »n et calculer.
3) Exprimer U, en fonction de n et trouver sa limite lorsque » tend vers I’infini.

EXERCICE 3

Uy =

VYneN; U ,=1=-2U,

1) Montrer que pour tout n, U, et U,+; son premiers entre eux.

2) Pour quels entiers positifs #, U, est il divisible par 3 ?

3) Trouver un rationnel a tel que (U, - o) soit une suite géométrique de raison ~2. Déterminer alors U,

en fonction de n. En déduire que V¥, =0, 5(—2)" +1 est divisible par 3.

On définie dans Z une suite ({/,) en posant : {

(Bac 85 SET)

EXERCICE 4

Soit la suite (U,) définie par Vrn eN, U, =In2"

1) Calculer Uy Uy, Un.
2) Donner la nature de la suite (U,) et 1a somme des » premiers termes.

3) Soit (V) la suite définie par ¥, =" . Donner la nature de la suite (V) et calculer la somme des n
premiers termes.

EXERCICE 5

Quatre entiers strictement positifs a, b, ¢, d, forment dans cet ordre une suite géométrique dont la raison
est un entier outre 10a® =d - b.
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EXERCICE 6

Trouver les suites géométriques de premier terme et de raison non nuls telles que 4U; = 49U

EXERCICE 7

Sc.:nit (f{,,)_ une suite réelle dans laquelle les dix premiers termes de la suite sont en progression
arithmétique de raison r et & partir de U4 les termes sont en progression géométrique de raison g. On

dﬂﬂnﬁ Ulzﬂa U|6=_—2'1:'?— Ctrq=l.

1) Calculerg, r, Ug et Uy

2) Calculer la somme S, des # premiers termes de la suite dans les cas suivants :
a) n<l0;
b) n>10

3) Déterminer la limite de S, lorsque n tend vers +oo.

EXERCICE 8

125
Soit (U,) une suite géométrique décroissante de raison q telleque : U, U, U, = 3 et

(U |- %; U, U;J soit en progression arithmétique.

Déterminer U, et q. Calculer pour tout entier n non nul la somme §, =U| +Uy+.......... +U, . Quelle est
la limite de S,

EXERCICE 9

7
Soit (U,) une suite géométrique positive telle que : 4(U, +U, + Uj) =7 ;U +U,+Us= T

1) Calculer le premier terme Uj et la raison g de la suit? (Ua)-
2) Calculer la somme S, des # premiers termes de la suite.

. o : -6
3) Trouver le plus petit entier positif p tel que |S R 2| <10

EXERCICE 10

: ' ; ; i
On considére la suite numérique U définie par Up = 1 et pour tout entier naturel n; U, ,, =3U, +n—1.

On pose ¥, =4U, —6n+15. ¢
Montrer que (V) est une suite géometrique. 19 ) 1 6n1-15

Exprimer ¥, en fonction de #, en déduire que pour tout entier n, U, = P 7

Montrer que U, peut s'écrire f, + W, ot (T,) est une suite géométrique et (i,) est une suite arithmétiqu
n

Calculer T, =fo+ f1 + .coo.. T Un €t W,=Wo+ W +.... + W,

En déduire U= Up+ Upt........ +U,.
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EXERCICE 11

|
fd |
—
=
X3
+
=
—

Soit (Uy) la suite définie par Uy = 0 et pour tout entier naturel n: Ug + U +.cvover U, =
1) Calculer U, U; et Us. |

2) Caleuler U, et U4, en fonction de n.

3) En déduire que (UJ,) est une suite arithmétique.

EXERCICE 12

Les cinq premiers termes Uy, Uy, Us, Us, Us d’une progression géométrique sont strictement positifs. On
note x la raison de cette suite et a le 3° terme. Exprimer a l'aide de a et x les sommes S=U; + Us et

257
s = Uy + Uy. Montrer que s> = aS+ 24*. En déduire a et x pour que s =34 et S = 5

EXERCICE 13

Soit (U,) la suite définie par Uy =2, U, =3U, +3

1) Calculer les 5 premiers de cefte suite.

2) Montrer par récurrence, que pour tout n €N, U, <6.

3) Montrer que (U,) est strictement croissante.

4) On considére dans un plan muni d’un repére orthonormal (0,7, 7) la droite D, d’équationy = xetla
Droite Dg d’équation y = +x + 3. Utiliser ces deux droites pour représenter sur 1’axe des abscisses : U,
U, Us et Uy, Faire une conjecture sur la limite de (U)-

5) Soit la suite (V) définie pour tout n eNparV,,=U,-6

6) Calculer les 5 premiers termes de cette suite.

7) Montrer par récurrence, que pour tout eN, U, <6.

8) Montrer que (U,) est strictement croissante. ' .
9) On considére dans un plan muni d’un repére orthonormal (o, i, /) la droite DA d’équation y = x et la

Droite Dg d’équation y =+ x + 3. Utiliser ces deux droites pour représenter sur I’axe des abscisses : U,

Us, Us et Us. Faire une conjecture sur la limite de (U,).

- v P

a) Montrer que (¥;) est une suite geometrique dont on donnera le premier terme Vo et la raison g.
b) Quelle est la limite de (V) 7 En déduire la limite de (Uy).
¢) Exprimer V, & I'aide de n, puis Us en fonction de n.

EXERCICE 14

Soient (a.) et (ba4) les suites numériques définies par ag = 2, b =3 et pour tout entier n:

Tpel = -;(3311 + 2brr)
bml = 'flf'(?'arr i 3{'?")
1) Soit (Uy) la suite de terme général U, =a, +b, .
a2) Pour tout entier 2, calculer Uy+; en fonction de U,

b) Caleuler Un.
2) Soit (V) la suite de terme général ¥, =a, - b,.
a) Pour tout entier n, calculer ¥4 en fonction de V.
b) Endéduire Vyen fonction n. La suite (V) converge —t —elle ?
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¢) Exprimer a, et b, en fonction .
d) Calculer les limites, si elles existent des suites (an) et (b,).

EXERCICE 15

1) nétant un entier naturel donné, résoudre dans R 1’équation ln(?"x) =2n.

2) On considére la suite (¥,) définie par In(7"%,)=2n
a) Calculer V.

X b) I\iiontrer que (V) est une suite géométrique et déterminer sa raison.
3) la suite (¥,) admet — elle une limite ?
4) Déterminer un entier n, tel que, pour tout entier » strictement supérieur a ng, on ait ¥,> 100.

EXERCICE 16

=3

1) Montrez que pour tout réel x € |<,3[, ona:
-x

2) Déduisez —en qu’il existe une suite U définie par Up = -1 , U, = r pour tout n de N.

H
3) Déterminer le sens de variation de la suite U,

4) Soit la suite v définie sur N par v, = T,
e

Montrez que la suite v est une suite arithmétique.

5) Déduisez —en U/, en fonction de ».
6) Déterminez la limite de la suite U.

EXERCICE 17

Soit U la suite définie sur N par

Uy =1 et Up = 4Un

1) Calculez Us, Us, Us, Us.Donnez les résultats sous la forme 2%
2) Soit la suite ¥ définie sur N par ¥, = In U, In4

Montrez que ¥ est une suite géométrique .

3) Exprimez V,puis U, en fonction de » . Calculez limU,

H=p =

4) Pour quelles valeurs de n a-t-on: U,>3,96 7

5) Calculez Snh = ZVE ; étudiez la limite de Sn quand n tend vers +oo .
i=1

EXERCICE 18

bia
Soit @ un réel tel que : OSE?SE

la suite (U/,) définie par U, =2cosf et U, = J2+U, pourtoutne N.
1) Calculer les trois premiers termes de la suite en fonction de 0 (on rappelle que, pour tout réel x, on a

(cos2x=2cos? x—1)
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: . g
2) Montrez par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona U, = 2(:05(2—")

3) Soit (V) la suite définie pour tout entier naturel # par V, = on Déterminez la limite de la suite (V,)

4) En déduire que (U,) est convergente ; quelle est sa limite ? ;

EXERCICE 19

Soit (U) la suite définie sur N par Uy =0 et U, =/3U, +4

1) Tracez la courbe représentative de la fonction fix > +/3x+4

Représentez graphiquement les premiers termes de la suite
2) Montrez que pour tout entier naturel n,ona U, <4

3) Montrez que la suite U est strictement croissante

l
4) Montrez que pour tout entier naturel n,ona 4 -U,,, < 5(4 -U,)

5) Déduisez-en que la suite U converge. Quelle est sa limite
6) Etudiez la convergence de la suite ¥ définie par :
V,=n*(4-U ») pour tout entier naturel n.

n

EXERCICE 20

On considére la suite (U/,) définie sur N par

3 1 .5 1
=2 o T =L 2 AL
UG 4 € n+l ) " )

1) TracezlacourbeC: y= %xz +%x et la droite A:y = xdans un méme repére orthonormal .

Déduisez-en la construction des points M, (U,,,U,M) pour n variant de 0 a 3 . Que vous suggére cette

étude graphique de la suite ?
2) Montrez que, pour tout entier naturel #, on a : 0<U,<1
3) Montrez que la suite (U) est décroissante.

4) Montrez que pour tout entier naturel n,ona: U,,, < 1U,

5) Déduisez —en que (U,) converge vers 0
EXERCICE 21

Soit [/ et V les suites définie sur N par
Uzl +5 U =5

[, =2 et U= SU,, pour ne N, ¥, =m

1) Montrez que , pour tout entier naturel ,ona V,,, =V,*

Déduisez-en la relation : V, = Vﬂ[r) pour tout n de N

-1
2) Montrez que I’on a Vy=———

2
(2+45)
Déduirez- en : |V0| < % . Déterminez alors la limite de la suite ¥ puis celle de U.
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EXERCICE 22

_ . -
Soit (D) une droite, B et C deux points distincts de (D) . On munit (D) du repére [E, BCJ ;

On désigne par Ag le barycentre de (B;%],(C; %},Al barycentre de ('Ag,i),[ﬁ,-i—),ziz celui de

3
1 2
(J‘ﬁ :E]:(AD,EJ pour tout # = 2, A, celui de [An-l ,%J,(An_z,gJ

3
On note X, I’abscisse de 4,,
1) calculez X,, X, X3,

2) a) Montrez que , pour tout r > 2, on a la relation X, = %(X,,_l ~X,5)+ X,
b) Déduisez-en: X, + X, = %(X,,_] — X,)+ X, + X, puis calculez X, en fonction de Kp-1
c) Montrez que la suite définie par V, = X, —% est une suite géométrique. Calculez alors X, et Vi
3) Quelle est la position limite des points 4, lorsque » tend vers I’infini ?
EXERCICE 23

n 3(n+2)
neD) " 2(nt])

Soit la suite (U,) #» € N* définiepar U; =-1 et U,,, =

1) Démontrer par récurrence que U, est majoré par 3
2) Etudier le sens de variation de la suite (Uy)
3) On considére la suite (V,) définie sur N* par ¥, = n(3-U,,)
a) Démontrer que cefte suite est géométrique . Préciser sa maison et calculer ¥
b) Exprimer ¥, puis U, en fonction de n.
¢) Calculer lim ¥, et lim U,

+ o0 + 00

EXERCICE 24

: s @ 1 el
Soit (U,) la suite définie sur N par Uy = - el = E,,_E

X

e
x+2

1) Soitf1"application de Iintervalle [0,1] dans R définie par flx)=
a) Déterminer les fonction dérivées ek 17

1 2
b) Démontrer que, pour tout réel x de [0.]] ona = < f'(x) < =

¢) Etudier /. Quelle est I'image du segment [0,1] parf?
2) a) Etudier le sens de variation de la fonction
gix > f(x)-x sur [0,]]

b) En déduire que I’équation f(x) = x admet une solution unique { dans [0,1]
3) a) Tracez dans un repere orthenormé, la courbe representative C de f.

b) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite

77
EXERCICES CORRIGES DE MATHEMATIQUES 1

Scanned by CamScanner



Suites Numériques b _

4) a) Montrez que pour tout entier naturel 7, ona U, €[0,]]

+1 _I 2
n g
3

b) Utiliser le 1 b) pour démontrer que, pour tout entier naturel n,ona 10 £ === =

¢) En déduire que la suite U converge vers .

o ; g 8
d) Déterminer un entier no tel que, sil’ona: n2 no, alorsona [U,_, <10 |

EXERCICE 25

Soit f1a fonction numérique de la variable si elle définie sur [0,+o0] par flx)=2e"" - ¢~** . On désigne
par (C) et la courbe représentative de f dans un plan P rapporté au repére orthonormal (o,i ) »

L’objet principal du probléme est de montrer que la courbe (C) et droite (&) d’équation y = x se coupent

en un seul point dont on déterminera une approximation de son abscisse «
1) Etudier les variation de £, en précisant sa limite en+ < ,Construire la courbe C ; on fera figurer la
tangente au point d’abscisse o et la droite (A) d’équationy = x
2) a) Montrez que la fonction g définie sur [o,+o0] par g(x) = f(x) - x est strictement décroissante
b) En déduire que I’équation f(x) = x admet une solution & > o et une seule et que I'ona:
1

—<a<l
2

A 1
3) a) Utiliser le tableau de variation de f"pour montrer que f{x) appartient 4 [5 ,l] pour tout x € [E ,1]
b) Montrer que I’ona: o S u(l—u) < % pour tout utel que 0 Su <1

1 —x
En déduire que I'on a |f(.‘t)| S%pour tout x élément de [5,1] (on pourra poser ¢ ¥ =4 )

’ 1
4) Soit (Uy) la suite telle que Uy = = et U,., = f(U,)

a) Utiliser I’inégalité des accroissements finis pour montrer que |Un < ;ﬂ U, - a|
{dui 1 it Ientier naturel U —al<u —al<t
b) En déduire que quel que soit I'entier naturel », on a | e o:| < —2; 0= a|_. S

Quelle est la limite de la suite (Uz) ?
1
¢) Trouver le plus petite entier k tel que —— T <107 . Calculer U4 I'aide de la calculatrice.

En déduire une valeur décimale approchée de ad 10 prés
NB : Pour les solutions des exercices 24 et 25 voir fome 2

EXERCICE 26

Pour tout entier naturel n, on pose :

-_E x"J1+x dx

1)} Calculer la, calculcr I; en intégrant par parties

2 Comparerx" et x lorsquc O0<sx<l. En dédllll'c que la sunc (I )est une su1te décronssante
s ey s e,

. . i
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3) En procédant par encadrement, établir que : 1 <], -£
n+ 1 n+l
4) Démontrer que pour tout x élément de [O,I], ona: 0<+2 -1+ %K %(1 - x)
2 1 V2 '

en déduire que :

- A
n+1 (n+l)2 n+l

Déterminer la limite de nl, lorsque # tend vers +w

EXERCICE 27

1) On définit la suite (U, )qen par son premier terme Up= -1 et la relation de récurrence

U +8
(VEN (U"+= Lir ]
< T

Calculer Uy, U, Us
x+8
2x+1

2) Soit la fonction 4 définie sur ]—%,4—00[ par h(x) = et (H) sa courbe représentative dans un

repére orthonormal (o,i_,:r") d’unité lem
a) Tracez dans ce repére (H) et la droite d’équation y = x
b) Construire a ’aide de (H) et de (A) les points de I’axe (0,1"') d’abscisses respectives Up,
U, U Us,
¢) Que peut —on prévoir quant a la convergence de la suite de la suite (U,) ?

3) Soit F(x)= [ sin2edr
. ; 4 .
Prouver en effectuant deux intégrations par parties successives que F(x)= G(x) - EF (x) o G est une

fonction que I’on déterminera. Indiquer une vérification.
(D’aprés Bacc MTE 1998)
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~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

j uisque a, b, ¢ sont dans cet ordre en progression arithmétique alors la traduction des hypothéses nous
onne

2b=a+c " [3B=12 b=4
a+b+e=12 < <a+c=2b & ja+e=8
(3b)? =a? x ¢? 952 = (ac)? ¢=
EXERCICE 2
{U1=6 . Uy=6
- 20 +
3Urr+l_2Un=3 Un+l.= ; 3
i Ul:w?s':s '_ U2=2U,3+3=J_31 ;U3=2U33+3=%5

) V,=U,-3: =U-3 & V=3
W -2V, =3(U,, -3)-2(U, -3)=3U,,, -2U, —3=0 car on sait que 3U,,,, -2U, =3.

On en déduit que V,,,, = 1V, . Ce qui monire que la suite (V,) est une suite géométrigue de raison q =%

v,=)"n e v,=32)"

n

limV, =0 car |g|<1

n—t+a
=

3) Nous savons que V,, =U, =3 done U, =V, +3 ce qui implique que U, = 3(%)"_1 +3
limU, =3

n—+e

EXERCICE 3

UD=2
U +1 =1_2Urr

n

1) Delarelation U, =1-2U, ondéduit U,,, +2U, =1 d’o&t Up et U, vérifient l'identité de
Rezout, ils sont par conséquent premiers entre eux.
2) Ona: U]="‘3 2 U2=7 5 U]=_13 : U4:27

Nous remarquons que Uy et Uy sont divisible par 3.
Nous conclurons donc que si n =3k +1 alors U, est divisible par 3. Démontrons cette propriété par

récurrence. Supposons la relation vraie a I'ordre n =3k +1 et montrons qu'elle est vraie au rang
suivant ie n'= 3(k + I) +1 ; Usenr divisible par 3 : Usieq est — il alors divisible par 3 7
Uz =1 — Wiy 3 Uy =1-2U5,
Uspey = 1-2(1-2U5, ) = =1+4U3,
Uspeg =1-2U33,3 =1 —2(-1-4Uy441) =3+ 8Uy,,,
80
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m—————

Usos =34 8Us,,,. Puisque Use divisible par 3 alors Usgsa aussi l'est. Ce qui établi la propriété
En conclusion U, est divisible par 3 si n =3k +1 avec k un entier naturel.
3) (U, — ) est une suite géométrique de raison =2 si (U"H - a:) = —Q{Un = tx}

I-2U, -a=-2U,+2a=a =?1;- d'ot la suite (U,, = —1) est une suite géométrique de g = =2 !

U -9 =2"(Ue-4) U, =1+3(-2)"

5(-2)" +1

De U, = on obtient 5(-2)" +1=13U,. Puisque (U,) est une suite de Zie U, est un entier

alors 5(=2)" +1 est un multiple de 3 d’oit est divisible par 3.

EXERCICE 4

U, =In2"
1) Up=n2°=In1=0 ; U,=In2 ; U,=mn2*=2In2
2) Uy =2™ = 111[2 x 2") =In2+In2" =In2+U, = (U,)est une suite arithmétique de raison
r=In2

S. = Uﬂ + Ul"l‘ ........ +Un-l . -;—’-(ZUD +(n_1}r) = M

2

3) V,=eY =e""" o V,=2" Lasuite (V,) est une suite géométrique de premier rerrﬂe Vo=1et
deraison g =2

Voll1-4"

M “— Sn =2"_-1

SI=VD +V|+V2+ ............. +Vn-l= l_q

EXERCICE 5

a, b, c et d quatre entiers positifs en progression géométrique : q laraison:anb=1
ona:b=ga ; d= g’a:10a* =d-b & 10a’ =¢’a—ga < 10a= q(qz —1)
Puisque a et b sont premiers entre eux alors d'aprés Gauss . q divise 10. D'oit g € {1, 2.5 10}

Ontrouwve g=5 — a=12 ; b=60 ; ¢=300 ; d=1500.
g=10 - a=99 ; b5=90 ; ¢=9%00 ; d=95000.

EXERCICE 6
Soit Uy le premier terme et q la raison

4, = 49U, < 4Uyxq> =40y’ & 4=49¢" & ¢'=§ = g=jouq=-}

. P v : -2 " £
Nous avons donc deux suites géométriques de raison g = 5 et g = —+ de premier terme U

EXERCICE 7

) 6 LR O — , U,q en progression arithmétique de raison r implique U\, = U, 4+ 9r = 9r

g1
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L PR U, en progression géométrigue de raison g implique U,g = q°Uyy d'oit
_z_l?zqﬁxgr = —‘2L-‘,'=9q5 car qr:ld'oﬁqsz = U|=%err=—3,ona
27%9
Um = =27
Uy =
2) a) Si n -3n(n-1)
a) Si n<10 alors Sn =E(Ul +U,,)<:> Sn:___z_
- . ¥ - U 1'_ n=10
b) Sin>10alors Sn=U, +U,+.....4Uy + Uy 4o U, = 3";""9+ ”(l ") &
=4
n=10
S, =-135+ -2—3[1 ) ]
4 3
n=10
) limS, =lim| 135+ 1714 CO7 || _ 513
o +eo 4 3 4
EXERCICE 8
G gia e - 125 ., 125
(Uy) est une suite géométrique décroissante impligue 0 <g <1 U, xU, xU; = D ol = g
5
U, ==—=qU
255 gl

U, = E,UZ,LG en progression arithmétique implique 2U, = U, -%+ U, & 5= U, —% +q.U,

5
o5=U-5+%

12U, +30g = 65
12U, +30g = 65. D'otl le systeme U = 5
==
2q

2 3
69> -13g+6=0—>g= 3 oug= 3 Puisque 0 < g <1 alors la raison se la suite est g =% ; par suite

S =U +Uy +Us+......... +Un=@=$(l_%)n
limS, =i45—
EXERCICE 9

Soit g la raison de la suite, g > 0 car la suite (U, ) est positive,
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olutions

AU, +U, +Uy) =7 U|(1+q+q2)=§
I ~ - x " f
Uy +U, + U =_1F’; = U (I +q+q1)_ ; En divisant membre & membre deux équations
. ? 16
1 1
nous obtenons —2 =~ s [, =~ d'oira? = ] I
= = =>  —
| 3T q a q 7
7 7 7
Ull+g+gt)l== & Ly -1 -
1( q ) 2 7 U, 4 & My=

1"
_1_[—-) L
2) Sﬂ=U|+U3+-------"+Un= : g =2[1_(1) ]
n 2

1 p P -1
3) |Sp‘2|<10"5<:2—2[5) —2<m4@2[-21-J <10""@G~) <1078 =277 > 10°

Sachant que 2*° =1,048576 alors. D oit |S,, —2| <107

EXERCICE 10

Uy=1; U, =%U"+n—1 s Va=4U, - 6r+15
1} .. =4Uml—6n+9=g-b'ﬂ+4n—4—6n+9

1 1
Vo = :(4U,, —6n+ 15) V= ~3~V,, d'ou (I‘:,) est une suite géométrigue de raison g = %
2

Vy =4U, +15=19.
n "
2) Vu=lg(l] el LIM=l Ig(i) +6n—-15 C:}U,i:Exi_;_sn_ls
3 4 \3 4 3" 4

9xﬂ
3

3) Endésignant par (tn) la suite de terme général = -II

et (Wn) celle de terme général

s o G B i 19
Wn= £ + 3—” on obtient une suite géométrique (in) de raison g = 3 ef fo= 5 et une suite

-15
arithmétique Wn de raison r = s Wo = - Telles que Un = tn + Wn on en déduit

Un=Uo+U +..... +U, =Tn+Wn

) 57 I'GJM L+ 1)n-9)

3 4

EXERCICE 11
1
(U,) est définie par Uy =0 et Uy +U+........ +U, = E(n +n)
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Suites Numériques

w4

2 2
1 U9+UI=§ U1=§ ;U0+U1+........+U2=§=2 =4 U2=2—%=
U0+U,+U2+{,'3=4c;,u3:2

l .
2) Nous avons Uy +UJ, L LT TR— 5("2 +n) pour foul entier n

doncU, + Upt...cco.. 4l = 1= é—[(n - 1}3 +(n- I)] par conséquent

1

kL =§(ﬂz +H)—%(rrz_;—2n+l+n+l)=%n

Upnt =%(ﬁ'2 +2n+1+n+ I)—%(H?' +r1)= %(}H l)

2
3) Nus remarquons que U,,, = U, + £ dh (U,) est une suite arithmétique de raison r = T

EXERCICE 12

; 2 i s A a a
x est raison de la suite et a le troisiéme terme d'ott U, = i Uy,=—; U, =ax,
X X

S=U, +U; =i2+ax2 =a{x1+l2);S=Uz+U4 =a[l+x
X x x

5 =a2(.x2 +2+i2) =.e:'2[x2 -f—-—li-)+2.:r2 o s? =aS +2a?
x X

257 257

ec’bf‘_.,=mc2

s=34 et S=—§~=>342 —Ta+2a2 & 4a+257a-2312 = 0=(321) : on obtient a=8 puisque

|
s=a(%+.‘r) alors 34=ﬂ(—+x) o 4x?-17x+4=0 :A=225-15% ontrowve x = 4 ou x:%
X

EXERCICE 13

- 1
Ug=2 ; Upr1 = EUH +3
1 11

1 pr =] A =il L
I} UI = U0+3=4‘U2 —EU]+3—~5,U3—5'U2 +3—?,U4 =EU3+3= 4

3

23

2) Nous savons que les termes Uy . U) jusqu'a Uy sont inférieure & 6. Supposons que U,<6 U, et

1 1 1
montrons alors U, <6. U, = EU" +3U, <6 -2—U,, <3 ~2-U,, +3 <6 ce qui montre

U, <6 d'oi Vn eN; U<6

n

3) Un}] —U.I'J =-;_U.ﬂ +3_UH :3_%{}“. PH.!T.S'I?HG U" '<6 a!ors 3—-;-U" =

U, -U,20. Lasuite (U,) est alors croissante

84
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\

—
Clasasanammen

== = === m oY
Q=== samss=s= === ==

| R I S S e

-
il

-
=

Xy
=

[y

I

D’aprés cette représentation nous remarquions que de la suite (U,) converge vers 6.
5) (Vo) telleque V,, =U, -6

a) V,,=U,,-6=3U,+3-6= %(U" —6) =1V, d'ou(V,) est une suite géométrique de
raison q =1
Vﬂ - Uo -6=—4

b) (V.) a pour limite zéro car sa raison est comprise 0 etl.
) V,=(1)'x¥, o V,=-4(})"; U,=V,+6 & U,= ~4(1)" +6

EXERCICE 14

1) U,=a,+b,
a) U, =au,1 +by, =4[3a,+2b, +2a, +3b .=, +b, =U,
b) D'aprésa) U, =U, donc(Uy) est une suite stationnaire par conséquent U, = U, = ag +by =3

2) a) V,=a,-b, : Vea=%a- by = 1(3a, +2b, -2a, ~3b,)

!H-l-i(a )

b) V,u=1Va ;mphque (V) est une suite géomélrigue de raison q = eI de premier lerme
n+

Vo=ayg—by=-1doutV, = —(3) . La suite (V,;) converge vers zéro.

¢) Nous savons que U, =a, +h,=5aV,=a,-b,= —(}) d'oti

(-
a, -l-bﬂ:s a, = 5
n Q 1 "
o s
T 2

d) lima, = limb, = 3. D'otl les suites (a,) et (b,) converge vers 3.

EXERCICE 15

2n e
1) 1n('?"x)=2n & Tx=e" © x= < X=(T)
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2 m(7"¥,)=2n o V,=(g)
120
a) Vﬂ = (%) =1
b) Daprés 'expression de V,,, on déduit qu'elle est une suite géométrique de raison q =%

3) q=%>1dok limV, =+

n—F +eo

4 V,»100 o (%) =100 on trouve n>8514 d'oit no = 86

EXERCICE 16

1) Montrons que tout réel x e]—oo, 3[ ona 5 &3
-x

9
l < - par la suite <3

6-x 3 -X

Vxe]—co,B[ x<3 & 6-x>3 o

2) La suite U définie par Uy =-1, U, = G 2

existe si pour tout neiN U, #6
"

OnalUy=-1 = U, e]ﬂn,3[
Supposons que pour fout neiN U, E]—m,3[

d’aprés!e(l)ﬁ <3 = Ugy<3
-x
donc YnelN U,<3 = U,#6
2
vl-eu, +9 (U,-3 R _
3) VneN U"*"_U":G_—S)EZHU”: nﬁ—U: =(6—Un) >0 car U, <3 donc la suite U est

strictement croissante

4) Montrons que la suite v définie sur N par v, = est une suite arithmétique.

"

_— 1 6-U, U,-6

ne Vol = = =
MU S--3 943U, 3U,-9
v,-6 1 _—U,-3) 1

"“3_ U, U,-3 3U,-3) 3

done la suite v est une arithmétique de raison r = -

Vo —V

=

5) Puisque v est une suite arithmétique de raison 3, alors N\nelN v, =v; +nr

1 1 1 | —4n-3
Yome—— = —— o, W S —h=
°"y,-3 4 4 3 12
1 1 1 _
YneN v, = - U,-3=— = Un=—~+3=l+3”" doi. 17 < 121=3
Un_'3 'IJ'" Vﬂ vn n 4”_'_3
lim U, = tit A2 3
sy x—=+m 4p
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EXERCICE 17

Uest la suite définie sur N~ par Uy=1 a U, = ,MUH
1) Calcule de Uy, U, Uy, Us :

Us =m=\’4><2% =2

2) Montrons que la suite (V) définie sur N' par v, = InU, —In4 est une suite géométrique
VneN V., =InU,, -h4=lnJaT, -n4 |

V.. :%ln4+51n U,—In4 :é-ln U, ~*2!~1n4

Vi =%(ln U, —In4)

1
Voo = EV” donc la suite V est une suite géométrique de raison q =

3) OnavnelN V.=V q”“
L’l=1ﬂU1_].n4=—]I14

1 n-1
d'o V, = —-In4(—)
2

Puisque V, =IlnUn—In4 = ln% alors %"—z el = U, =4e"

Un = 4¢™"6)"

1 (" i 1 .
—|<1 = lim|=| =0 doit lim U, =4e =4
2 =+ n—+m

4) U, >396 = 4¢'">396 = " >0,99
Vn>1n(0,99) << Vn>-001

n-1
_m4(l] > —0,01
2

[1)”" 0,01

i) & —

2 In4

; n-1 - 2

GJ < 0,0072 = (n—l)hl—21-<ln(0,{]072) d*oﬁn—l>%-)- =n-1>711 = n>8]l

donc U, > 3,96 pour n>8,11

5) ZV Vl 7 —ln4[ (5[)}‘-21“4[1'(%)n]

1
q 2

lim irf,, = 2In4

n=+o e

EXERCICE 18

- Uest la suite définie sur Npar Uy =2cost oit 0eR 06 <5 et pour toutn € NU,,, =42+U,
87 )
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1) Calcul des trois premiers termes -
Uy =2cos@

Uy =2+U, =J2+2COS§=\/2(1+20032g—I) =2cos

Up = 24U, =2+ 20058 = [2(1+2c0s? & - 1) = 2cos?

2) Montrons par récurrence que, pour tout ne N, U, = 2cos(£i,)

Uy =2cosf= 2¢cosf ; Uy =2cos? ; U, =2c0sé = 2cos £ supposons que pour tout 122,
a

It

Ona:Uu,=\2+U, = [2+2cost =\/2+2(2cos;.?. ~1) =2cos5f donc Vne N U, =2cosy:
3) VneN; v =£

— 4 ;
U,=2 CossT el montrons que U,,, = 2cos

n 2"
0<i<l= lim -?_l,-=0:> lim £=0
Fi=p a3 H—>+m2
d'ox lim V, =0
=400

4) VneN U, =2cos£ =2cosV,

lim U, = lim 2cosV, =2cos0 =2 donc la suite (U) converge vers 0
n—¢40 =¥+

EXERCICE 19

U est la suite définie par Uy =0 et Y¥ne N U,,, =3U, +4
1) Tragons la courbe T de la fonction f:x 1> ~3x+4 et représentons graphiquement les trois

U0=

premiers terme de la suite u telle que {\—m eN U, =f(U,)

13’ o (c

------------------

........

-

oy
&

0 1

2) Montrons que Yne N U, <4
U, =0=> 02U, £4 supposons que Vn € N 0<U, <4 et montrons alors que 0<U,,, <4

Oggn54:;053U,,'512=>453Un+4516:::»25,}3U,,+4 423U, 54

donc Yne N U, <4
3) Montrons que la suite (U) est strictement croissante Yn e N

W, +4-U 2
U ]—Uﬂ: 3Un+4-Uﬂ= - =
nt JU, +4+U,

Pod e

g8
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Suites Numériques olution

~(U, +1)(U, -4)

U1 =U, = W“"Un 20 car Vne N0 U, £4 donc la suite (U) est sirictement
croisante. -
4) Montrons que Yne N 4-U,,, <1(4-U,)
O s 4-1, <l
na: =4-U <L{4a-U
Ha-vg)=2f =4O <300R)
3
U =2e Vxel|2,4|f'(x) = ——
| A )
= il ' 0 B sl
Vx el|2,4 33 x4+4<€4=6<2/03x+4 8$ _:>_ =
[2.4] 8 243x+ 8 2J3x+ 2

=0< f'(x) <3 pour tout x <[2,4]

D'aprés 'inégalité des accroissements finis, pour tous réels a et b de U'intervalle [2 4] ona

|1 (6)- 1 (a)\ Lo - a| enposant b =4 eta = U, avec n>1 car Uy = 2 et la suite (U,) est croissante
ona:|f(4)- U,) ctl4-U,| = t-U,.|<34-U,| et comme 0<U, <4 alors
4—U“_2(4 U) Vne N donc Yne N 4-U,, <1(4-U,)

5) D’aprés 4)
0<4-U, <1(4-U,)

0<4-U, <1(4-0,)

054—U,, <i(4-U,,)

en multipliant membre & membre ces inégalités, ona 024-U, < (%)"(4 - U,,) <0<4-U, < 4(%)"
i =0 Jim 4-0, =0l Vo =4

6) Etudions la convergence de la suite V définie par¥ne N V, =n*(4-U,)
On sait que Yne N 4-U, < 4(%)” = n*(4-U,) <4n’ (%)

4 2
n2(4~Un)S 2’:
2
Or lim 4i2=0=> lim ¥, =0
=+ P n-y+o
EXERCICE 20
=102 +1U,

La suite (U,) est définie sur Npar Uu =3 et U,

1) Tragons la courbe & = —x +5 2 x ef dedmsons en la construction des points M, (U", Un+l)

pour nef{0,1,2, 3}
VYneNy=x+3
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Safuon)

¥ - b +
+co | + o
Y T
-118
y ()
_?‘5-
o 2b
------------- F') S
Mo

X

g N

Cette figure nous suggére une convergence de la suite de points (My)ne w vers le point 0(0,0)
2) Montrons que YVne N0<U, <1

Uy
Supposons que Yne N 0<U, <1 et montrons alors que 0< U, <1

Ona:0<U, <l et Un+1=-2'-(Uﬂ+_2L)’ 1

i=0<U, <1

b

<=>< 2

0<U, <1=1<U, +i<it<(U, +1) Hu, +4) <
= 0<+ (U + ) -3<1=0<U,, <1

doit Vne N 0<U, <1

3) Montrons que la suite (U,) est décroissante Y\ne NU,,, -U, = _5_ Unz ~1y
Comme Yne N0<U, <1 alors %U,, (U,, - 1} < 0 d'oi la suite (U,) est décroissante.

4) Montrons que toutne NU,,, <3U,

La suite (Uy) étant décroissante alors Yne NU, U,
=>U,si=iU, 23230, +35%

Comme 0<U, <1, alors U (—U + ) I

=1U,? +1U, <3U, donc Vne N U,
[0<U, <1U,

0<U, <1U,

0<U, <1V,

.
<iu,

5) D'aprés 4) <

e e e E e

En multiplient membre a membre ces inégalités
Ona:0<U, <( ) U,

90
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Puisque 0 <1 <1 alors lim (%)" =0

=y 4

"1713:0( )'Uq =0 d’ot lim U, =0

n—+m

EXERCICE 21

Les suites (U) et (V) sont définies par

Ul +5 U, -5
Up=2, Uy == NV, ===
0 +1 20, ne " ,,+~f§

1) Montrons que toutne N V,,, =V.*

Uit — Ji"_) b;uﬁ_"g

Ona: pourtoutne N V

n+| = n+]+vf—
2
VH+I=U,,2 2J§U"+S=[U,,—«f§) S——
U2+25U,+5 \U, ++5

Onadlors: V, =V ; Vy =W =W =VF
Supposons que pour toutne Nnz2,V, =V, () et montrons alors que V,
V., =V2= (Vo(ln)) - Vo( Vi Va[ = Vﬂ[z 2 _ Vo(z ')

n+l

donc Yvne NV, = Vﬂ[r}
2) Montrons que l'ona Vy =~ {2+1,§),

T P S D) Canc) DR
|
(e kv PV S W

2
5>4:>J§>2=>2+J§>4=:>(2+J§) >16

=y ST Gy <

== _(2+j;g)= <15 ="l <76
on sait gue lim 2" = +oo
|V!< = lm V,J " =0 donc l_iaTmV"=0
U, -5
Puisque V, = 7 ok alors V,.U, +5V, -5=U, =l
J5v, +5
Un(vn_l)_—__JS_U" -'\'fgr':}Un-_——'—;-——l—

Et par suite lim U, = — =45

=440

91
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EXERCICE 22

—
(D) est une droite, B et C sont deux points distincts de (D) et [B; BC) un repére de (D).
. —
B a pour abscisse O et C a pour abscisse 1 dans le repére[ﬂ ; BC] ;

—_
An est le point d'abscisse x, dans le repére (B; BC] neN

1) calcul de xg, x,, et x,

Oxi+2
Ag barycentre de (B 5 -%), (C, %) a pour abscisse x5 = |—37— =4
355
—2
ID = -i
3x3+3x0 ,
Ay barycentre de (AD, -;-), (B, %) a pour abscisse x| = 142 =3
: Ty
i
T, O T
Ix242x4
. 3 X973 %3 _ 1
A3 barycentre de (A. s r}) (AD, %) ; @ pour abscisse x, =<— sz —H
373
— 14
x, =4%
1 2
2) Pour tout n22, Anest le barycentre de (A,,_l, -3—), (A,,_z, -5)
|
a) Montrons que Vn22 x, = -3-(::,,_, — X, 5 )+ X,
1y
+
3 Xp-1 Xi2 T
A, a pour abscisse x,, 1 2 =3Xpa1 +2 T Xn-2
3Ty
I 1 .
x, = '31‘xn--l —'.’I—'xn_z +¥n-2 d'ou X '-j(xn—l xn-2)+xx—1 3
x, =5 (x1 = %) + %o
xy = (% —x)+x
b) Ona:q
an 3( n=1 n=2 n-2
. - e s _1
En ajoutant membre & membre ces égalitésona: x, +x,., = (e = x0) +2; +xg

— 1
En remplagant x; el Ig par leurs valeurs ona ! x, = 3%, —3Xg +X; + X — X,,_

2.4
x,=-2x,,+% *3 2xg ==X *t5ts

n
2 2
X, =—5%1F3
i L4 - R, ‘1 = - r . §
¢) Montrons que la suite (V) définie par V, = x, —%5 est une suite géométrique : pour tout n €N, ona
2
V.-H—l = n-l—]
dotVyy=-
2
Vn-l-l = (x!l 5)
v

ﬂ+|

=4
v =Vyq"; 2_2-

2 _
Vu—xo‘?—s 5=1s
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o o= A2\
doulﬂ_ls( 3)

3) |—%l <1=> lim (—-23-)" =0 d'ot lim x, =2 ,

H—» oD Fr=p o0
Donc la position limite des points A, lorsque n tend vers infini, est le point de la droite D d’abscisse %

_}
dans le repére [B; BC)

EXERCICE 26

Pour tout entier naturel n, on pose I = Ex" N1+ x dx
1) Calculde Iy :

Iy = _E\’H“x dx = _E(1+x)% dx=[%(1+x)§
Calcul de I :

5= [xfTex @

42 =3
3

= [3(exTeE], =

.l

H=x u'=1

0S50S alors
7 {w: 1+x [u=%(1+x)

I = [%x(l +x)’l]:’ - E%(l+x)% dx [%—.x(l +x)mr _[14_5(1 ,,_x);]

ol

0
=[.§.x(1+x)mu -[.;%(1 +x) VTrx|

42 +4

2) La comparaisonde x" et x™ lorsque 0<x <1 etneN
x™ —x" = x”(x—1)£0 car 0£x <1

d'oit x™ < x" pour tout neN et 0<x<1

par suite ™ T+ x <x"J1+x car J1+x -0 et BI""IdeS Lx”mg{x

soit 1,,, < I, donc la suite (I,) est décroissante.

3) Pour tout réel x tel que 0<x<lona:
1€1+x<2

1€l x<2
2" <x"Jl+x <x"\2 pour tout neN

alors Bx" dx < Ex"ﬁdxﬁ Bx"ﬁa’x

r+l ! n+l
= | 2
n+1 n+l .

0
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V2

<] =—

n+l " n+l

4) Soit fla fonction définie sur [0,1] par f(x) = J+x

d o

[ . I 1
[fest dérivable sur [0, 1] et pour tout x €[0,1], f'(x) = o lex
0<sxsl = 2<2/1+x<2V2
1 1 1 1
= == =
2427 2J1+x " 2 241 el
on a alors pour tout x E[O i] |f (x| <4 I

d'aprés Uinégalité des accroissements finis, pour tous réels a et b éléments de [0 1]

|7 &) - f(@)]<[p-4
pourrourxe[l’.},l],enposantbzlefa:xanaura:|—JE—~I'1+I|S%[I*X| |

comme N2 —1+x20et1-x20 ai’orspourroufxe[ﬂ,l] V2 -l+x = 4(1-%)

ona: 0<2-Jl+x<i(l-x) = -%(x—l)*-‘_:v‘1+x—ﬁ£0

«E+%(.r41)5\fl+x <2 ; en multipliant par x" ona :

x"[ﬁ+-,_:—(x~—l)]£x"-\fl+x:§x"ﬁ = Bx"[ﬁ-&%(x—l)]dxsEx"njl+xdx£Ex"x5dx
E(x”«ﬁ-+%x"”—% deI CL "2 dx

1
xn+l_\5+ xrr+2 xl’H‘l ! 2 I" S|:xﬂ+lﬁ:|
n+l  2(n+2) 2(n+1) i n+l |
V2 ] <I, <
n+l 2(n+2)(n+1) n+1

= 1 < - !
_(,,,,1)2 ~ 2(n+2)(n+1)

puisque pour tout neN 2(n+ 2)(n+1)2(n+1)°

2 o1 A2 1
“arl (nr1)? nrl 2n+2)(nt])

I__1_ P2

n+1-(n+1)2_ N +1

d'ou

EXERCICE 23

1) Démontrons par récurrence que U, est majorée par 3.
U[ =-1 = Ul = 3
Supposons que pour lout entier natureln, n21 U, <3 et montrons alors que U, <3 c-a-d
Uy =350
(n+2
TP ) R
2(n+1) 2(n+1) 2(n+1)

puisque U, =350 alors U,,, — 3 €0 donc U, est majorée par 3.

U.-HI RhEE
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Suites Numériques _

2) Sens de variation de la suite (Up)nenn

n 3(n+2)_U

T
" 2(n+1) "+2(n+l)

Pour tout entier natureln, n=0 U,

(n+ 2)(3— Un)
2(;1 + l)
U,£3=3-U,20d'oi U,, —U, =0 donc la suite (U, Juen est croissante
3) @ V,=n(3-U,) pour tout neN* |
montrons que la suite (Up),epe est une suite géométrique . Pour tout n EM Vi = (n + 1)(3 -U n+1)

B n; ol R s 3(H+2)
Vos1 = ( 1){3 [2(n +1) U 2(n+ I)J:l

3 1
v =J—2"---;-U,, = E[n(BuUﬂ)]

u,, -U, =

n+l

4

n+l

V,=3-U, =4

1 ) 1 s
= EV" = la suite (Vn),en est une suite géométrique de raison q = 5 et de premier terme

L] L] ’r r * - 1 -
B) (Vn),eas étant une suite géométrique de raison q = > et de premier terme V; = 4 alors pour fout

n-1
Soit V, = (2) d'autre part V, = n(3-U,)

Ly 41y
V. =3-U, ,U,=3-=V, dott U,=3-—|—| pourtoutnelN*
n n\2

n *=n
i'I

n n-1
¢c) Ona: U<%<la.’ors lim [%) =0 d'ou lmV, = lim 4[-;-] =0 et

X=3+0 n—+x n=r+m

-1
4
im U, = lim[B——(l) ]
Ao n=r -+ ni\2

EXERCICE 27

3

1) La suite (Upnen est définie par

Vel Uyy =228
U0=1€f ne n+l_2Un+l *
Caleul Uy, U, Us: U481
Uy, +8 : L+ !
: _ -3 =1, U, = =—=157
Pourn=0, U, 2U, +1 3 ¢ pourn P+l 7
: Upg _ 67
= =-—~—-+——_——'231
Pourn =2, U, 20, +1 29
D hest la fonction définie sur |~ +a| par h(x)= 220
) h est la fonction définie su % P 2% +1

(H) est la courbe representative de h, (.ﬁ) la droite d‘équation y = x dans le repére orthonormal

(0.7,])
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Suites Numériques e

I T s
|0 Ug 2 5 4 3 x

¢) On peut prévoir la convergence de la suite (U,) vers le réel 2, c-a-d m Uu,=2
3) F(x)= [ e*sin2r ar

Prouver que F(x)=G(x) —g-F (x) oit G est une fonction a déterminer.

Posons u(t) =sin2t = w'(f)=2cos2t

v(r) = =:>v(r)=%e3’
= 1 3. y 2 3y
F(x)= ge sin2¢ G_ELB cos?t dt

_l Ix ; Z 3t
F(x)= 3& sin2x — - Ee cos2r dt

posons u (r) =cos2t = ul'(!) =-2sin2¢
vi() = ¥ = v(r) = .3‘-.23'
x

' 2111
F(I) = %eh sin2x — '37”:523: 00521‘]

2 3t -
+= 2t dt
1 SEe sin ]
1

2(1 1 2
F(x)=-—ehSin2x—E[EEEICDSZ_I~—5+EF(JC)

3
2 4
F(x)= %e” sin2x —-;—e:“‘ 0052x+§ - EF(x) < F(x) = G(x)—%F(x)

3

2 2
avec G(x) = %93’ sin2x — ae X cos2x+§

F(x) = O()~+ F(x) & F(x) = G(3)

3 3 __-?'_ x i
F(x):l_ie sin2x 3¢ cos2x + s
justifions : F'(x)= (Ee” sin2f df) = e’ sin2x

3 3. 2 e 2
d’autre par I«“'(x):(ﬁfz'3 stx-Ee?’ c052x+ﬁ]

F'(x) = 93: sin2x
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FONCTIONS NUMERIQUES
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Fonctions Numériques .
~ ENONCES ~

EXERCICE 1
Trouver I"ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :
b f:R_)R:x"'"x_E(x) ; g :R— R:ng(x)r-‘EJ(cx)
2) [;RoR: x> : R R x? -4

Jx+1

x+x-1 1

3 ‘R—=>R . . =—
) = |x| -2 ’ gl Ranbaedly) cosx +sinx
4) SiIRSR:xb f(x)=veosx-sinx ; g:R->R:x— T six<0
x—
et Inx si0<x<l1
et sixz1
x? -1
EXERCICE 2
On considére les fonction numérique représente par les courbes si dessous
1) fRoR
4
T el 4
: o _
2 1 X

a) Quel est I’ensemble de définition de f.
b) Calculer les limites aux bornes de son ensemble de définition.

c) Donner les équation des asymptotes a Cr.
d) Calculer /'(-2)

2) g:R> R o
a) quel est I’ensemble de définitionde g ?
b) Ecrire I’équation de la tangente a la courbe de g au point d’abscisse 1. En déduire g'(]) .

¢) gestdérivableen x, = 2?
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Fonctions Numériques

[E* HON cé.s]

d) Montre que g réalise une bijection de |-e0;2] vers un intervalle J & déterminer. Tracer Cg~'dans le
méme repére que Cg

EXERCICE 3

Soit f la fonetion numérique sur [-7;5] et représentée par la courbe T ci — dessous.

ro§-------

1) A partir des tangents 4 (€ ) aux points B et D. Montrer que pour x € [0;4]: Fx+5< f(x)sFx+6
2) Déduire de (1) un encadrement de I'intégrale [ = _Ef(x)dx

3) En se servant des segments [CE] et [AE] et des tangentes 4 T aux points C et A .Trouver un
encadrement de J = tf(x)dx

EXERCICE 4

3
’x
Soit la fonction f:R—>R: x> f(x)= o~
99
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Fonctions Numériques i
1) Quel est I’ensemble de définition D de £2 Calculer les limites aux bornes de Dr.
2) Caleuler la dérivée ['de S et étudicr le sens des variations de [ .

3) On note () la courbe représentant les variations de /. Etudier les branches infinies de ©).
Construire (T) dans un repére orthornormé du plan.

EXERCICE 5

On considére une fonction numérique f continue sur [0;‘] et satisfaisant, pour tout x de [0;1]

f(x) €[0;1]. Soit alors la fonction g définie sur [0:1] par g(x) = f(x)-x.

1) En appliquant 4 g le théoréme des valeurs intermédiaires démontrer qu’il existe un réel a dans [0:1]
vérifiant f(a) =a

2) Onsuppose de plus que f est dérivable sur |0;1[ et que sa dérivée vérifie, pour tout x de]os ]

la condition f"(x) < 1. Démontrer alors que a est unique.

EXERCICE 6

Soit g une fonction numérique définie par g(x) = sinFx
1) Etdier la parité et la périodicité de g et |g|
2) On donne une fonction numérique 4 paire et péricdique de période T = 2 telle que h(x)=2—x pour
x €[0;1]. Etudier et représenter graphiquement / pour —3<x < 3.
3) Résoudre graphiquement A(x) = |g(x)|-

EXERCICE 7

. 1 :
A — a) Etudier les variations de la fonction numérique fdéfinie par f(x)=2x+ = +1. Soit (&) la

courbe représentative de . Tracer (&7) dans un repére orthonqrmé; ' -
b) Donnle)r ’équation de la tangente T a la courbe (&) au point d’ordonnée nulle. Déterminer T M Cr

1
B — Soit la fonction numérique g définie par g(x) = |2x] +1+ =

a) Montrerque Vx =<0 ; g(x)> f(x) N

b) Montrer que la courbe (C) de g admet un axe de symétrie.

En déduire le tracer de la courbe (C,) dans le méme rn:pe'rc que (Cp)

¢) soit B(m) I'aire compris entre Ty, Ty, la droite d*équation x = —lef x =m avecm € -1; 0 . Calculer

B(m) et LimE;(_:m)

_ Soit la droite Am d’équationy =m o
Ca) SPour quelles valeurs de m cette droite coupe t — elle Tyen trois points My, Mz, Ms.
b) Soitxy, x2 €t X3 les abscisses de ces 3 points M, M, Ms. ‘ _,
Calculer x -|’-x2 +x; €t X X;X3. En déduire une relation indépendante de m entre les abscisses de ces 3
a I

points My, Mz, Ms.
EXERCICE 8

- ; _ 2
Soit la fonction numérique f définie par f(x) = m
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Fonctions Numériques : Tnonce.

1) Etudier les variations de fet tracer sa courbe € dans un repére orthonormé (o,?,f) (d’unité 2cm).

2) Montrer que f'admet une réciproque /™' dont on précisera I’ensemble de définition. Donner
I'expression de f ' (x) en fonction de x.

4) Tracer dans le méme repére que € la courbe € de /™.
Déterminer les points commun A€ et €.

EXERCICE 9

1) Tracer dans un repére orthonormé du plan la courbe représentant les variations d’une fonction fdont
Voicl le tableau de variations

=00 '1 1 +m

X
f6) = |z +

fx 0\ Z /

2) Donner 4 partir de la représentation graphique, le tableau de variation et les équations des asymptotes
dans les cas suivants ;

a)

EXERCICE 10

Etudier les variations de la fonction g de R vers R définie par: g(x) =2x+ |x2 - ll . Trouver les

asymptotes a € de g et les tangentes aux points particuliers.
EXERCICE 11

On considére la fonction numérique f,, définie par : x — f (x) = !nl[x2 —2(m+1)x+2m+ 2]

1) Déterminer m pour que f soit définie sur R. . .
2) Démontrer que toutes les courbes (€m) des fonctions f;; passent par un point fixe A que I’on

Déterminera.

EXERCICE 12

On donne le tableau de variation d'une fonction f
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Fonctions Numériques -
X|l-o -2
S+ § -

Jx) /2\

-0

Drautre part : f(-3)=0; limZ£% = lim[ £ (x)-x]=1

X= =@ X=F=c0

D’apres ces données :
- Préciser 'ensemble de définition de f

- Ecrire les équations des asymptotes a la courbe (€) de
- Tracer () dans le plan muni du repére orthonormé

EXERCICE 13

Soit ]a fonction numérique définie par f(x) = x +sinx

1) Montrer que la courbe représentative de la fonction f admet un centre de symétrie.
2) Montrer que cette courbe admet une direction asymptotique que |’on déterminera.
3) Calculer f'(x), étudier son signe. Déterminer les points d’inflexion de la courbe.

4) Tracer cette courbe sur 'intervalle [—2;rr : Z;r].
EXERCICE 14

On considére la fonction fde R — R dont la représentation graphique, dans un repére orthonormé, est
donnée ci — dessous.

Ay

=)
—

Parmi les 3 représentations graphiques ci — dessous quelle est la seule qui soit susceptible de
représenter la fonction dérivée f* de f (Expliquer votre choix) ?

‘Ly y.ll JLy

o
=Y
o

=Y

o

s N
x
c
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Fonctions Numériques
EXERCICE 15
Soit la fonction numérique définie parx 2 0 par f(x) = x(x — E(x)); E(x) désignant la partie entiére
de x.

1) Dans le plan rapporté au repére orthonormsé (o ;)mnstrulrc la représentation graphique de f
pour x e[(] . 3]
2) SoitkeN ; déterminer f(x) pour x E{k k+ l]pms calculer U, = Ef(x) dx

-

3) Calculer U,,, = U, ; en déduire que (Uy), n € N est une suite arithmétique dont on calculera la
raison et le premier terme

4) Calculer Ef(x) dc,neN

EXERCICE 16
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) = 4x* —3x—1. Calculer f(-1) ;
f(O) 5 7 et £D). |
En déduire que I’équation f(x) = 0admet trois racines réelles distinctes comprises entre —1 et 1.

Calculer cos3a en fonction de cosa . Posant alors x = cosa ; en déduire les trois racines de 1’équation
f(x) = 0 sous forme trigonométrique.

EXERCICE 17
On connait une partie des représentation graphiques de trois fonctions polynémes du troisiéme degré :

x> ax’ +bx? + cx +d A coefficient réels, donnée par les figures 1, 2 et 3.

y JLy ‘ty'

-
e
[
L
1
'
L}
i
1]
[}
L]
[}

Nip=e=
oy
uY

[}

(A

n

=

G2 . 5
0 1
Figure 1 Figure 2 Figure 3

L’une des 3 fonctions précédentes a pour fonction dérivée une fonction f du second degré dont la
représentation graphique est donnée par la figure 4

3 ______________
2
0 1 ; 3 4
Ap----- poav4
Figure 4
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-<Fonctions Numériques AR

1) Quelle est celle des 3 fonctions 1, 2 et 3 qui a pour dérivée f ? (la réponse devra étre soigneusement
justifiée).
On notera F cette fonction. Que représente F pour f

2) Montrer que f est définie sur R et donner I’expression de f(x).
3

3) Montrer que F est définie sur R par F(x) = x?_ 2x% +3x+1

Donner le tableau de variation de F.

EXERCICE 18

Le graphique ci — contre représente une parabole (P) et sa tangente (T) en un point A. K Heperpbole
passe par les points A(Z X 4) et B(-E ;- 2)
1) Ladroite (T) coupe I"axe des abscisses au point C(~6; 0) . Donner une équation de (T).
2) (P) est la représentation graphique d’une fonction f définie sur R par f(x) = ax® +bx+c
/" désigne la dérivée de f. Déduire de la premiére question la valeur de /(2).
da+2b+c=4

3) Pour quelles raisons les réels a, b, ¢ vérifient — ils les relations j4a—2b+c¢ = -2
da+b=1

4) Résoudre le systéme ci — dessous puis en déduire une équation de (P).

EXERCICE 19

Soit (D) la droite d’équation y =x + 1. A tout réel x on associe le point M de (D) d’abscisse x et on
note f{x) la distance OM.

=

HFp-—=~r=sesss===
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Fonctions Numériques “HONCE.

1) Déterminer graphiquement les variations de fet les limites en + et en —o
2) Expliciter f{x)
3) Montrer que €radmet en +00 une asymptote d’équation : y = 1.5()-’ + -‘-) -

4) Montrer graphiquement que radmet la droite d’equatlon x= —~2- comme axe de sym'ctrje

En déduire I’existence d’une asymptote en -co

EXERCICE 20

P désigne la parabole d’équation y =1 - x?
Pour tout réel x, on note f{x) coefficient directeur (lorsqu’il existe ) de la droite (OM) ou M est le point
de P d’abscisse x.
1) Déterminer géométriquement 1’ensemble de définition, la parité, les limites en +oo, —co €t 0, et

les variations de la fonction £
2) Donner I’expression de f{x) puis étudier le comportement de fen +o et —co (asymptote, position

de Ty par rapport a cette asymptote).

EXERCICE 21

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o;f';}") on considére les points A(E % 1) et B(—3 ;= 2). A tout

point M de (Ox) d’abscisse x, on associe lorsque cela est possible le point m intersection des droites
(AM) et (Oy), puis le point M’ intersection des droites (Bm) et (Ox). On note u(x) I’abscisse de M.

1) Faire une figure ; montrer que u(x) est définie pour x # 2 et x # % et expliciter u(x).
2) Etudier les limites de u en +c0, —c0, $ et montrer que #(x) admet un prolongement continu en 2.

3) Interpréter géométriquement ces résultats.
EXERCICE 22

1) Sur la figure ci —dessous D est la droite d’équation y = -2'-(x +1) et T la représentation graphique

d’une fonction f définie sur R

(D)

(C)

- -

Etudier la fonction f* : ensemble de définition, valeurs remarquables, sens de variations, limites, courbe

représentative
2) Méme questions avec la courbe (€) ci — dessous.
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Fonctions Numériques

(Envisager dans ce cas la parité de f°)
EXERCICE 23

On se propose de déterminer ’ensemble E de toutes fonctions f définies sur R, deux fois dérivables et
vérifiant /"4 f =0 (¢’estadire f"'(x)+ f(x) =0 pour tout x réel.
1) a) Montrer que toutes les fonctions nulles cosinus et sinus appartiennent a E.

b) Prouver que si f et g sont deux fonctions de E, f+ g et Af (A réel) sont aussi des fonctions de E.
En déduire que pour tous réels aetb : x> acosx +bsinx appartient a E.
2) a) Montrerque f € E, alors f L f 2 est constante sur R. Comment peut — on caractériser une
fonction constante par sa dérivée ?

b) Soit f une fonction de E telle que f(0) = f*(0) = 0.
Utiliser la question (a) pour montrer que f est la fonction nulle.
3) Soit fune fonction de E et g la fonction x = f(x)— f(0) cosx - f'(0)sinx
a) Montrer que g € E (utiliser le (1) - b)
b) Calculer g(0)et g'(0) . Déduire du (2) - b) que g est nulle sur R.
¢) Montrer que les fonctions de E sont toutes de la forme : x > acosx +sinx, a et b étant deux réels
quelconques.

EXERCICE 24

1) Trouver une primitive F de f dans les cas suivants :

1 1 . ofa)e L(l +1J4 il O
D f@=l-Cax P ERTAY T s
2
b) f(x)=xcosx+sinx 2 ‘!_2,'c[.'c)=xc-msx2 ;o u(x)= : lpourx¢1
x —

2) Dans chacun des cas suivants calculer : f ey

X

) a=0,b=1, fGI=—— b) a=0,b=2, f()=9x"i+x
+e
sinZx
= = 7 = d =0‘b= _{l‘_, il
¢) a=0,b=%, f(x) e ) a L, f(x)=sinxcosx

3) En utilisant la méthode d’intégration par parties ; calculer les intégrales suivantes :
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Fonctions Numériques von
J:J;\fx—ﬂdx : E(x— Deosxdr E3x2 sindxde I:\'ln“bf

xj 3
dx x3e™" dx
'[:w.l' 1+ x? 'E
EXERCICE 25

Résoudre les systémes suivants par la méthode du pivot de Gauss :

X+y+z+t=-] —2x+y-z—1t=3
3x—y+2z-5t=-26 x=2y+z-2=17
1) " 2)
-x+z-2t=-8 Ix+2z+t=5
8x+2y+1r=0 2x~y+2z-2t=15
—x+3y+7z=4 :+2§=2§0
3) {2x-yp+3z=-1 4) ;"L?Z"SB
=
Zxillp+ 31z =14 =
x+y=15
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Fonctions Numériques .
~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1
Ensemble de définition des Jonctions
) f(x)= ;—_}CEE : fest définie si x # E(x) ¢ —a—d si x n'est pas un entier rationnel donc
Di=R-Z
g(x) = EE‘-’S : g est définie si E(x) #0 ie xe[0,1] d'ott D, "—]‘_ o[t _J'[

x2—4 x2—4>0
2) f(x): 1 cfestdéfinisi{ x+1  onobtient Df=[—2;—1[u[2;—>[

x+120
2
Jx* -4
glx) = jm : g est définie si {

x2-4>0

x+1=0

on obtient D, =[2; =

x* +x]-1
3) JI’(J:):—--H—2 : fest définiesi |x]-2#0> x#2ef x#-2

x —
dou D, =R-{2; 2};
1

g(x}_ cosx +sinx
ef x# _-—;— + 2k
4) f(x)=+Jcosx—sinx fest définie ssi cosx—sinx 20

c:bﬁcos[x-lrg-) >0 aw{x+%} 20@_:—3+2kzsx5%+2krz

3
:g est définie ssi cosx +sinx ;tﬂc::»ﬂccs[x +%] #0x ?&Tﬂ+2kﬂ'

six=0

x—1
g(x){lnxsi0<x<l La fonction g est définie sur K

x+2 .
six>1

(x“ -1
EXERCICE 1

1) a) L'étude de la courbe de [ nous permet de dire que fest définie sur R ?{2]
b) Le comportement de la courbe nous donne les limites suivantes
limf(x)=1 ; limf(x)=— ; lim/f(x)= o
x=s2

X+
x—-=

¢) Les asymploles a la courbe de [ sont les droites d'équations : x=2 ;y=lety=x

d) Puisque le point de coordonnées (-2 ; 3) est un extremum alors ['(-2) = 0

2) De ['étude du graphe de g on déduit que D= R

b) La tangente a la courbe de g passe par les points de (1, 3) et (0, 1) d'oit 'équation de cette tangente

o restiy=2x+10g (1) éant le coefficient directeur de la tangente alors g'(1) =2
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Fonctions Numériques
¢) g n'est pas dérivable au point x, =2 car la tangente en ce point est verticale,

d) Daprés Uétude de la courbe de g on remarque que g réalise une bijection de |-, 2] vers |0, 7]

/
7

EXERCICE 3

1) Latangente a & au point B est la droite (AB) et la tangente a Cau point D est la droite (FD) avec
A(0, 5); B(4,0); F0,6) et D(2,7). On vérifie que (AB) a pour équation y = -3 x +6. De plus pour
X € [O; 4] nous remarquons que est au dessus de (AB) et au dessous de (FD) d'ott l'encadrement :
Sx+5< f(x)S-3x+6

2) A partir de la premiére questionon a: E(—%x +5)a!x < _Ef(x)dx < E(—%x + ﬁ)dx >

[ 45 s 1<[-§x2+6x], & 10<Is14

3) Nous avons C(-4,0) ; E(-2,3); A(0, 5). La droite (CE) a pour équation : y =5x+6 et (AE) a pour
équation : y = x + 5. Graphiquement nous savons que pour —4 < x £ -2 la courbe Cest au dessus de
(CE) et au dessous de la langente & Cen A qui a pour équationy =5, pour -2 <x =0 & est au dessus
de (AE) et au dessous de la droite : y = 5. dinsiona: 3x+6< f(x)<5 et x+55 f(x)<5z

[(Gx+6)ax< [[rmas B o[22 +6x] | < [Prde<[s]3 e 3< [reaacs<io
[ (x+3)ax < [ roas [sax & [45* 51| < fde<[5]], © 8s [ reasio @
doix de (1) et (2) on déduit 11 [ fac<20 o 117520

EXERCICE 4
3
fx)= 1}—’5——
x—1
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x#1
1) fest définie ssi _x3_ - ainsi D = J&,0] W1+ oo
x=1
Iim/(x)=limf(x)=+0 ; limf(x)=0 ; HLmjf(x)=+x

X— -0 X — 400

x2(2x— 3)

x—=0 x—>1

2 f'®)= W ; ['(x)=0 < x=3. Le tableau de variation de fest :
) V=
x a 1 32 + <0
- s
fe) - é L T + v
1) g /
~a L {/l \
'55
3) lim f(x) =+ d’oit la droite d’équation x = | est une asymptote verticale a &
x— 1t
lim I _ ~1; Uim(f(x) + x) =—1 ; d’oit la droite d*équation y = —x -4 est une asymptote a &

x>+ x 3 2 4

X — —o0
de méme on vérifie que la droite d’équation y = x + % est une asymptote a & lorsque x — 4o

¥

32

EXERCICE 5

1 :[0,1] > [0,1] continue et g définie sur [0,1] par g(x) = f(x)-x

1) g est continue sur [0, 1] car f1'est sur [0, 1]

g(0)= /(020 ; g(l) = f(D)-1=0 car f(1) [0, 1] donc g(0) x g(1) <0 d'oir il existe au moins un
réel a dans [0, l] tel que g(a) =0. '

glay=0 & f@-a=0 < fla)=a

2) Si f'(x)<1 pour x €0 I[ alors g'(x) = f'(x)-1<0.

La fonction est dans ce cas strictement décroissant, elle définit donc une bijection de [a, 1] sur

[g(i]; 8(0)] ce cas prouve que g(a) =0 admet une seule solution ie f (a) = a admet une solution.
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EXERCICE 6

g(x)=sinfx
1) Lajonction g est impair et périodique de période T =4.
La fonction |g| est pair et périodique de période T= 4
2) La fonction h étant pair et périodique de période t =2 ; il suffit de la représenter sur [O, l]. Sur cet
intervalle la courbe de h est un segment. On obtient le reste de la courbe en appliquant la symétrie par
rapport a (oy) et en appliquant la périodicité

&

.
dagm === ==

2

3) Lafonction |g| étant pair et périodique de période 4 alors il suffit de I'étudier sur [U, 2]. Sur cet
intervalle | g(x)l =sinfx
g0)=g(2)=0 ; g'(x)=%cosfx ; gx) =0 < x=1.ieletableaude variation suivant .

x |0 1 2
g'x) + 0 -

g(x) / 1 \LU

D’aprés la représentation graphique h(x) = ]g(x}l = XE€ {—3, -1,1, 3}. Ces valeurs de x sont les
abscisses des points communs & Tpet & el

EXERCICE 7

A-a) j’(x)=2x+—12—-+l. D,r=:ﬁ"
X

i = » = ;o i =+
inj=—o 5 Bafg= i )

Les droites d’équations x =0 et y =2x + 1 sont des asymptotes a la courbe &;
2(x - 1)(3:2 +x+ 1)

f'(x) = 5 . f'(x)=0 <& x=1:Letableaude variation de f
’ x |- 0 1 +0
f’(x)| + - 0 +
8| | T~
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Y

b) f(x)=0 & 2x+1+ iz =0 & x=-1.Lepoint d'ordonnée nulle de &y a pour abscisse —1 .
X

S'(=1) =4 d’oui I'équation de la tangente (T) est y=4(x+1). M(x,y)eTN & & f(x)=Y

¢2x+1+xiz=4x+4 < x=-1ou x=1dou Tm:’;_'}={A,(—l,0) ; Az(%,ﬁ)}

B-a) g(x)=[2+1+—.
X

Six < 0alors g(x)=-2x+ Lz +1 et g(x)- f(x)=—4x quiest positif donc g(x)> f (x)
X

b) La fonction g est pair donc sa courbe admet I'axe (0y) comme axe de symétrigue. ( Voir le graphe ) -
Zy et & coincident pour x >0

b) pour x E]—l; 0[ 3(1) > f(x) donc B, = [:(g(x) —f(x))dx
= dx=[-2x*]" © B =-2m?+2:limB. =
B, E—4x [ x]—l@ - = ,,1?_1,0—'” 2

C— Am ladroite d’éguationy = m
a) D'aprés la représentation graphigue Am coupe Zy en 3 points distincts My, Ms, M3, si m > 4

b) M(x,y)eﬁmh Cr équivaut @ : f(x):m@2x+l+%=m 2x3+(1—m)x2+1=0.5‘1',x;.x2.

x3, sont les abscisses des point M, M, M3, alors x; x5 x; sont solutions de | ‘équation. En identifiant les

m=1
2
deux expressions on oblient {x\x; +xX3 +X;x; =)
X Xy¥Xy = —
il
- I . ] -
D’aprés ce systéme nous avons XX, Xy = — = qui est une relation indépendante de m.
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EXERCICE 8
2x
=

1) La fonction fest définie sur R, elle est impair car f(-x) = — f(x) donc il suffit de l'étudier sur
[O4ec].  f(O)=0 ; limf(x)=2.

Pour-xe[{];m[ f(ﬂ:% = f'(x):( fl)z
x

x |0 ——
S +
) 0________,_—-? 2

2) Lafonction f est continue et strictement croissante sur [ a valeurs dans ]—2; 2[, elle admet donc

une bijection réciproque f' définie sur ]—2; 2[.

S TEm—tem &5 Fowma T
x+1 2—};
. 2x y
S < 0 = = =
ix f(x) " y & x W
De ces deux expressions nous déduisons f ) = ﬁ Les points communs & (Z) et (&) sont
il 7 i
B(-1,-1) , 0(0,0) et A(1,1)
A
Ly A
2
o
...--""""'-_—_-
1
4 4 .
-2 1 |2
_.‘E("’/ B |1
/ 2
Ve

EXERCICE 9

1) D'aprés le tableau de variation de fla courbe de fest celle qui suit :
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Y

N (&) 1
------ -1

2) Lafonction dont le graphe est donnée dans la question a) est :

-0 0 + 0o
o)+ -+
+ 0o +o
J& _m/ - i

Les asymptotes & la courbe &} sont les droites d’équations : x=0et y = 3 x+1 (celle qui passe par les
points de coordonnées (0; 1); (-2 ;0)
b) Le tableau de variation de la fonction représentée dans la question est :

x |- 5/2 + o
@ + 0 - o
1 +Co
f(x) -m/ﬂ’ \*_m//r

Les asymptotes a g sont les droites d’équations x = 4 et y = 1x +1(asymptote passant par les points
(0; et (-3;0)

EXERCICE 10

o(x) = 2x +J|¥2 -1

La fonction g est définie surfX :

. . X .
limg(x) =+ ; limglx)=—o ; xl_lffw¥=3 ; lim (g(x)-3x) =0 donc la droite

X = 400 X == ;s
d'équation y = 3x est une asymplote a e
lim 8 _ 1 ; lim(g(x)-x) =0 d'oitla droite d"équation y = x est une asymptote & &

£-
s - x xr—-m

o g(x)=2x +vx? =1 pour x €| —l[u]l +eof dans cet intervalle g'(x) =2 +

|

« Sixeli+o| g(x)>0
" S:'xE]‘*-'"[ , £(x)20 & 2yx?-1+x20 ce qui nous donne
el donsieo o el i
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o g(x)=2x+v1-x*pour x € ]—l; l[. Dans cet intervalle g'(x)=2- J_% . Cette dérivée est
1—%

positive pour x € ]-1; 0]
* Sixelo [, g(x)20 & -5+420 & x e]O;%]e! g'(x)<0

* Sixe -2%; l[ on en déduit le tableau de variation de g.

1

X |-o X, -1 X5 _ +00
g®| + o - | + o - ] +
g(x) /g{x’) \-2 / 8(x) \2 /*m

N.B.: xlz'—%ﬁ, x2=2§ et g(.rj)=\"§, 8’(1’2)=“j§

Y

RN

-

EXERCICE 11

fu(®) =In(x* = 2(m+ Dx + 2m+2)

1) [ est définie sur R ssi x? =2(m+1)x +2m+2 >0 pour tout x réel

Pour cela il faut que le discriminant de x? = 2(m+ 1)x + 2m + 2 soit strictement négalif ce qui nous
donne (m+1)* —2(m+1) <0 2(m+D(m~1) > me -1 1

2) Alxo yo) € (£) pour tout m équivaut & Yo = f(x0) =1n(x = 20m+1)xq +2m+2

=1
S Y= Lﬂ(xﬁ —2x0 +2—2("x0 +l)m) =4 {:ﬂo =1

En conclusion toutes les courbes (&) passent par le point A(1, 0).
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EXERCICE 12

1) Daprés le tableau de variation de f 'ensemble de définition de fest 0 Jt;+eof

2) limf(x)=0 = la droite d’équation y = 0 est une asymptote & ()
X = 400

lim /(x) = Lim{ /' (x) - x] = 1 implique la droite d'équationy =x + | est unc asymplote & (&)
X— -0 y 3 o !
A
./f’.
2 I
i ; -1: : : 8
3 0o 1 2 "

EXERCICE 13

S(x)=x+sinx
1) Dy= R: pour toutx réel f(-x)= —(x +sin x) = — f(x) donc la fonction f est impair ce qui prouve
que l'origine du repére est un centre de syméirie de la courbe de f.

2) limf(x)=+0 ; llm@ o ]il'll(’”i{n‘r) =i
L X > +0 x5 4m

lim( f(x)—x) = limsinx qui n'existe pas donc la droite d'équationy = x est une direction asymplotique
x — 400 xr—+w

de la courbe de f.
3) f'(x)=1+cosx 20 d'oitfest croissante sur R

f"(x)=—sinx; ["(x)=0 <& x=kr avec k entier rationnel d'oil les points d’inflexion de Csont

M, (kz ; kx)
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2n~/’
-2n 32 _p -nn i

3

Y

]
I
¥
]
1
i

EXERCICE 14

D'aprés le tableau de variation de f nous avons le tableau variation suivant :

x |0 1 + 0
S&) + ){’ -
1) ,,.—H\—xk

Ainsi parmi les 3 représentations seule (a) est susceprfba’e de représenter [ car celte Jonction est positive
sur ]0 1[ nulle en 1 et négative sur ]1 —>[

EXERCICE 15

f(x)=x(x - E(x))
1) Sixe[0) f(x)=x
Sixe[L] fx)=x(x-1)= x}—x
Si x €[2;3 f)=x(x-2)=x*-2x ; f@3)=0

[ER R R A A e

2) kétant un entier naturel, pour x € [k; k+ l[ E(x)=kd'ou
JX) =x(x-k)=x*>-kx ; f(k+1)=0
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0= 1716 a= (et o) a2 2

k+1)° 3 3
={ )—-‘f(—(k+|)3—k—+k—

2 3 2

1 3 3

U.k="'k1+3k2+3k+1=l(k3+2k2+k)=k—+£-
3 302
ko1 3k +2

Ui=—+-dot U, =

EE5T ul, = 5
3) UJ:+I_U.&—‘3k+3+2 3k+2 1 o U, =U, +1

6 6

s ; : 1
d'oit la suite (Uy) est une suite arithmétique de raison r = 5

U.a:_[:f(x)dx=j:x2dr=—;- |
n(3n+1)

9) _Ef(x) de=Uy+U+..U,_, = 2(2{}0 +(n—1)r) on obtient ff(x) dx = &

EXERCICE 16
2 1
f(x)=4x —3x—5
HGE —%; f(%l] = %; f(x)= —l; f()= ~l- . La fonction f est contenue sur R car ¢’est une

fonction polynéme. De plus f(-1)x f ( ) 0, f (-—-—) F(0)<0 et f(0)x f(1) <0 donc, d'aprés

le théoréme des valeurs intermédiaires il existe : x| € ]—1; - 5[ ; Xy E]—%; (}[ ;X e](}; 1[ tels que :
f(x,) = f(x3) = f(x3)=0. Ces 3 solutions de I'équation f(x) =0 sont comprise entre—1 et 1,
On sait que cos3a = 4cos’ a—3cosa, donc en posant x = cosa I'équation f(x) =0 devient :
4cos’a-3cosa-1=0 < cosda—3=0 <« cosda=3 < 3a=5+2krou—L+2kn.
Ce qui nous donne a =+5+%3 24 En faisant varier k on obtient les 3 valeurs distinctes de a qui sont
ap = 9 cay = i— ;a3 = Tﬂ les solutions de l'équation.

; - e
f(x)=0 sont x; = cos§ ;X3 =cosy ef x3=cosit

EXERCICE 17

1) La représentalion graphique de f” nous permet d’avoir le tableau de variation suivant :

X 1 3 4
Sx) + 0 - o0 +
B _ T T~ T

Ce tableau de est compatible avec la courbe de la figure 3 car celle - ci est croissante entre 0 etl;
_décroissante entre 1.et 3 ef.croissante entre 3ef 4. L TRy 6T TR I .Y PN
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[est la dérivé de IF et F est une primitive de f .
2) [étant une fonction polynéme du second degré elle est définie sur R D 'aprés sa representalion

graphigueona: f(0)=3; f(1)=0; f(3)=0. Sifx) est de la forme f(x)=ax® +bx +c alors
f®M=3cc=3 ; f()=0=a+b+c=0; f(3)=0<9a+3b+3=0.Cesdeux équations

nous donne a=1et b=—4 d'on f(x)=x>-4x+3

3) Fétant une primitive de f alors F(x) ='§x3 -2x% +3x + k puisque F(0) =1 alors k=1 par

conséquent F(x) = %xs -2x? +3x+1
Le tableau de variation de I est :

d 1 3 +00
Fgl + 0 - o +
Flx) @/2 e i /+m

EXERCICE 18

1) La tangente (T) passe par les points A(2, 4) et C(-6, 0) d’oi son équation est y =5x +3
2) D’aprés la premiére question la tangente a (P) au point A(2, 4) a pour équation y = x +3 donc
f'@=1
3) f(x)=ax? +bx+c Nous savons que Ac (P)donc f(2)=4 & 4a+2b+c=4; B(-2,-2) € (P)
donc f(-2)=-2 < da-2b+c=-2
['(x) =2ax+b et nous savons que f'(2) =4 donc 4a+b =+
4da+2b+c=4
Ces 3 équations nous donnent le systéme (S) {4a—2b+c=-2
da+b=1
4) La résolution de ce systéme donne b = 3 a=-tetc=2

L 'équation de (P) est f(x)=—3+x* +3x+2

EXERCICE 19

e | R, R

1) Lorsque x varie sur 'axe des abscisses, la distance OM aussi varie. Nous savons que la distance du
point O a la droite D est if- Cela correspond au point M de D d'ot: abscisse x = —1. Ainsi
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: l :
St x> =3 fest croissante : si x < —+ fest décroissante :
m f(x) = lim f(x) =+

X=h=0 X = 4e

2) Le point M de D d'abscisse x a pour a pour coordonnées (x, x + 1) d'oi

J&) =OM = \x* + (x+1)? & f(x)=2x? +2x+1

3) On vérifie aisément que lim{ f(x)— J2 (x +-:})) =0 d'oit la droite d'équation y = BT (x + %) est une
asymptote a (&7) en +oo.
4) Ladroite (OM) oit M est le point de D d’abscisse —+ est la médiatrice du segment (AB) avec

A0, 1) et B(-1, 0) qui sont symétrique par rapport @ M. De méme pour x et x’ symétrique par
rapport........

D'ot: la droite d’équation y = —«.E(x +1) symétrique de y = V2(x +%) est asymptote & en (&7) en -co.
EXERCICE 20

1) Géométriquement nous remarquons que pour tous les réels x non nuls la droite (OM) n’est pas
paraliéle a I'axe (oy) donc le coefficient directeur existe. D= R .
Soit M et M’ deux points de P d’abscisses x et —x, 'axe (o) est la bissectrice de I'angle MOM’ d’ot les
coefficients directeurs des droites (OM) et (OM") sont opposés ce qui prouve que f(—x)=—f(x) - fest
alors impaire lim f(x)=-wo ; lmf(x)=+n ; lmf(x)=+0 : limf(x)=-w©

X = +a X=»-—a =0 x—=0

La fonction fest strictement décroissante sur Dy= R

2) f(x) étant le coefficient directeur de la droite (OM) alors f(x) = ¥ avec y =1 —x% d'oui
x

1-=x? 1
= X)=—-x+—,
J(x) . f(x) Z
Nous savons que lim-,’r- =0 donc la droite d'équation y = - x est une asymptote ob_!ique az.
X=m

Six > 0 alors &y est au dessus de son asymplote.
Six < 0 alors &y est au dessous de son asymptote,

EXERCICE 21

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (8,1, j) on donne A(2 ; 1) et B(-3 ;-2)
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| y

o
Y VY

LT
7

1) D'aprés la représentation ci dessus nous remarquons que U(x) n'existe pas lorsque x =2 ou x = %

Eneffet ; six =2 la droite (AM) est paralléle & (oy) donc m n'existe pas ; si x = % la droite (Bm) est
parallele a I'axe (o, x) donc M’ n'existe pas.

L équation de la droite (AM) est de la forme ¥ = aX +b A2 :1) et M(x, 0) appartient a (AM) équivaut a
{1 =2a+b 1 x 1 x

= mm=-

t = = o pas ; . ;
O=ax+b on obtient a - et b P dou!equanondefadrmre{AM)}’_E_IX.;.x_z

Le point m a pour coordonnées [D ! 2 2]
x —

La droite (Bm) a pour équation : Y = a' X +b'. Puisque B(-3, -2) et m[ﬂ 5 —iz-) € (Bm) alors
x —

—2 = —3a'+}'
ce qui nous donne .a'= 354
b': * . 3{.‘-\: —2)
x-2
Ainsi l'équation de (Bm) est ¥ = L A
4 3x-2)" x-2
Le point M' d'ordonnée nulle de (Bm) a pour abscisse X = o8 d'oi U(x) = =
3x-4 3x-4
4 -4 5 =
N.B. : on résout Uéquation o Koz pour obtenir X = 2%
3(x-2)" x-2 3x—4
2) Ux)= = ; ImU(x)=ImU(x)=-1 ; limU(x)=+o ; limU(x)=-o
3x-4 —0 X +o x4 I_‘_i'
limU(x)=-3
x—2
%)= six#%
ainsi la fonction f définie par x—-4 est un prolongement de contunité u au
f)=U(x) six#2etx#3

pointx =2,

3) Les résultats de la 2° question se traduisent par les droites d’équations x=4% et y = -1 sont

asymptotes a la courbe de la fonction u

EXERCICE 22

» 1) . L ‘étude de la courbe &de fnous donne les résultats suivants :
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o [(x)>0 pour x E]f—; - %[u]?; + oo

o ['(x)=2 sur [-+'—' 0[ F(x)=-1 six E]U 2[
En effet sur [“Ss {l[ Cest la droite de pente 2 et sur ]0 2[ Zest la a’ro:fe de pente — 1. La dérivée [’

n'est pas définie pour x = 2.
L'ensemble de définition de f* est : ](—; - %[U]*--%; O[U]U; g +oof puisqueD: y= B B

asymptote a Calors [f(x) —-3(x+ ])] — 0 quand x - 0 donc [f'(x) “il] — 0 quand x — +w donc

lim f'(x) =1

lim f*(x) = 40 ; limf'(x)=2 ; limf'@) =2 ; lim/"(x)=-1 ; limf'(x)=~1 ; lLmf'(x)=
x—r—g x— -4 x=2 0 x>0 x=2 x-»2°

La cour de f* peut avoir la forme suivante

YY

2) D’aprés la courbe [ est définie sur ﬂ’—{ 2 g-]
hmf(x)—hmf(x) 0 ; hmf(x) +0 hmjf(x)

X =400 -1 o3

La fonction f~ est impaire

EXERCICE 23

E = {f définies sur R deux fois dérivables vérifiant f"'+f =0}
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=7

1) a) Sifest la fonction nulle alors [" = f=0d'ot f"+ f =0 si f(x)=cosx alors
S"(x)==cosx d’ou S(x)+ f(x)=0

si f(x)=sins alors f"(x)=—-sinx d'oit (=) + f(x)=0

En conclusion les fonction nulle, cosinus et sinus appartiennent @ E.

b) Sifet g appartiennent a E alors '+ [ +g"+g=(f+g)"+(f +g)=0 ce qui prouve que

S+ g €E. Deméme onvérifie que A f € E

Nous savons que les fonctions cosinus et sinus appartiennent & E donc la Jonction f définie par

J(x)=acosx +bsinx est élément de E.

2) @)Si feE alors f'+f =0 f*+ f'? est constante si (f2 +f‘2)'=0
=2 +2f" =021 (f"+f) =0 (vraie car fest élément de E)
N.B. : Une fonction est constante ssi sa dérivée est nulle
b)Si f(0)=f"(0)=0 alors £*(0)+ f'*(0) =0 donc f* + f** est constante et sa valeur est zéro,
cela n'’est possible que si f = f'=0
3) Soit fune fonction de E et g définie par : g(x) = f(x)~- f(0)cosx - £'(0)sinx.
a) D’aprés 1)-b) la somme de deux fonctions de E est une fonction de E donc g = f— U avec
ufx) =cosx+ f ’(O) sinx est élément de E car elle est la somme de deux éléments de E.
b) g(0)= f(0)— f(0)cos0— f(0)sin0 = f(0)- f(0)=0
g'(0)= f'(0)+ f(0)sin0— £'(0)cosO= f'(0)— f'(0) = g(0) = g'(0)=0= g Est la fonction

nulle.
c) Nous venons d’établir que si fest élément de E alors la fonction g = f— u est la fonction nulle donc

f(x)= f(0)cosx — f'(0)sinx =0 ce qui implique que f(x)= f(0)cosx + f'(0)sinx En posant
f(0)=a et £'(0)=b on obtient pour toute fonctionfet E f(x)=acosx +bsinx.

EXERCICE 24

1) Calcul de primitive : F est une primitive de
1
a) f(x)=1-——= F(x)=x—1gx

cos” x

: (I 1)4 tu=1+ : onaura u' -

=—/|1+—| :enposant u=1+— =—
g(x) x? x = x x?
=1 o

donc g(x) = w'.u’ d’oit une primitive de g est G = ?u

G(x):—%[1+i]s

X

u(x) COSX _ . Enposant V(x)=2+sinx onaura V'(x) = cosx

B V2 +sinx
d'oit u(x) = P;((x)) = U(x) =2V (x); une primitive de u est U(x) =242 + sinx
x
b) -f(x) = X COoSX + SinXx MOus remarquons que (x sin x] = sinx + xcosx d’oit une primitive de f est

F(x)= xsinx
» g(x)=xcosx®. Posant u(x) = x’ on aura g(x) = xcos(u(x)) .
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Fonctions Numériques '

Nous savons que (sin(n(x)))J = u’(,r).cos(u(x]] d'oii (sinx2)= x2cosx?.

r

On en déduit que (sin(u(x)))' = u'(x). cos{u(x)) d'oir (sinxl) = 2cosx>. On en déduit gu'une primitive

de g est G(I} = %Sinxz

1
* ux)= x;— T i pour x# 1 ; une primitive de u est U(x) = g.i’nlx3 ~ 1‘

2) Calcul d'intégrale
a) E & & =[ln(l +e*)]; =In(1+¢€)-1In2= In(HTe)

1+e*
1 t
b) £9x2~11+x3dr=3_|:3x2 1+x3dx=3-§—(1+x3]\}1+x3] =[2(I+x3)~h+x3]0=4v5-2
0
isin2 sin2x 2sinxcosx : , s
c) L SRX dx : nous savons gue sin2x = 2sinxcosx donc ner o =2sinx d'oit
cosx coSXx cosx
£ 5in?2 P
£51n xdx=2[—cosx]0 =2-42
cosx

.4 : l

4 e ate _I_ 3 A il
d) _[;smxcosxdr“[lsm x]u 1
3) Intégration par parlies

¥ I= Ex«)l+xa€x : onposeu=xdonc u'=1; V'=+/1+x donc v=§-(x+1}dl+x : on obtient

42 4 ) ! 42 +4
I=2x(x+1)V1+x cequiimplique I=TJ_—-1—5(JC+].) ~!1+JchJ & I= =

* J=£(x—1)cosdr s y=x—1=u'=1; v'=cosx = v=sinx
J= [(x-—l)sinx]+[cosx]g = J=-2
+ K= f3x2 sin3xdrx = [—xz cosBx];! +2fxc053xdx = (%)2 + [{sian]E —g’;[cosiix]ﬁ

P
9

1
::K=5§'+‘19‘=

On trouve M = '—3—‘

*+ N= Lxl‘e“’dx = er-%('ﬁxe_xl )dx P u=-5u=-x; V= 25 ov=e* doi
e—2
2e

1 1 s 1 g
N _[_r_e*’]n - E—xe“‘ dx on trouve N = —Z—'e—[%e ]]o d'oit N=
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olution

EXERCICE 25

Résolution des systemes par la méthode du point de GAUSS

X+y+z+l=-1

3x—y+2z-5t=-26

)

—x+z—-2t=-8

8x+2y+1=0

La matrice compléte de ce systéme est :

L« L 1 11
Ly«3L-L,|0 4 1
L« Li+L, |01 2
Ly «8L —L,\0 6 8

-43r = -86
=7z+2t =59
y+2z-1=23
x+y+z+t=-1

-2x+y—z—~t=3
x=2y+z=-2t=7

2
) Ix+2z+1=5

2x—y+2z-2t =15

Ly« L -2 1
Ly« L +2L, |0 =3
Ly« 3L +2L,|0 O
L+ L +L,
2x+y-z—-t=3
0-3y+z-5t=17
0+0+z-3r=18
0-0-z-3tr=18

=3y=18+3a-5a-17

ey 1-2a-18

0 0 2

—lag-a-3I=x=

-2a

111 1 i-1 I,
3 -1 2 -5:i-26| | L
-1 01 -2 i-8]| |L
8§ 20 1 i0 L
1 -1 1111 il
8 28 012 -1 i23
“1i-9 T lo 0 -7 2:i-9
7 i-8 0 00 -43 -86
t=2
z=-=5 )
= Y,o35 4o §={(-33;35;-5;2)}
x=-33
21 -1-1:i3 21 -1 -113
1 -21-2 17 [0-31-5 17
3 0 2 1l = 5 0 31 -1 19
2 -1 2 -2 15 0 01 -3 15
-1 -1 : 3 L« I, 2 1 -1 -113
1 =5 1 17| L+l 0 -3 1 -5 17
-3 18| ~ Ly« L4 Zlo o1 -3 18|
-6 36 Ly« L+, 0 01 -3 18

enposant t =a alors z=18+3a ; 3y =z-5a—-17

_1-2a
Y= A E]

-62 —lda

2x=y—-z—t-3

S={(—62;14a; !

: 18+ 3a; a), a el
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Fonctions Logarithmes et Exponentielles il
~ ENONCES ~

EXERCICE 1

Soit g la fonction définie par g(x) = x—2 —In(x - 1)2 :

1) Calculer g(0), g(2), g(4), g(5). On donne 1n2 = 0,7 ; In3 = 11. Etudier g et tracer

un repere orthonormé (unité 2 cm). Préciser les branches infmies.. .

2) Déduire de 1) que 1’équation g(x) = 0 admet exactement 3 racines dont on donnera les parties
entiéres.

sa courbe (€) dans

EXERCICE 2

Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = e e
1) Tracer sa courbe (T) de fdans repére orthogonal (o;?;}’).
; : yg  urooe Bl s
2) Discuter graphiquement le nombre et le signe des solutions de I'équationx”e T =m ol mestun
réel.

EXERCICE 3

On considére le polynéme P définie par : P(x) = (x +a)(x +b)(x +c) ou x est la variable réelleeta, b, ¢

des réels en progression géométrique dans cet ordre. . . y
1) Déterminer a, b et ¢ sachant que dans le développement de P(x) le réel —3 est le coefficient affecté a

x’et a.b.c=8. _ _
2) Résoudre dans R les équations suivants :

a) xem{rm) + 2(x2 —5x+ 4] = 5lne”

X _ _6g_x :-—-88“2:
by " -3 _ * (Bac. SET 1993)

EXERCICE 4

1) A I’aide de deux intégrations par parties successives, calculer fe"z' cost dt

2) Déduire de la question précédente la valeur des réels : [ = _[;-_e'z' costdt ; J= Ee'n sin’ ¢ dt

EXERCICE 5

L : 2+x
Soit la fonction de R dans R définie par: f(x)= ln[2 - }J

1) Prouver que f est impaire : ” : ; - ;
2) Etudier les variations de f et construire sa représentation graphique () dans un repére orthonormé.

3) Montrer que f est une bijection de |-2 ;2[sur R et déterminer sa fonction réciproque f*.
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Fonctions Logarithmes ¢t Exponentielles
EXERCICE 6

f(0)=0

Soit la fonction numérique de la variable réelle x définie par : 5
f{x)= x(ln x} six»0

1) Montrer que f est continue sur R* (on pourra montrer la continuité en 0 en posant x = wt,ux0)
S{x)

7) Calculer les limites, lorsque x tend vers +eo de f{x) etde ——
X

3) Etudier le signe de la dérivée de f.

Quelle est I'équation de la tangente a la courbe () représentative de fau point d’abscisse € ?
Montrer que fn’est pas dérivable a droite en 0.

Quelle est la demi — tangente 4 (Z) en 0 ?

4) Représenter (Z) dans un repére orthonorme.

5) Soit g la fonction de R vers R définie par : g(x) = 1x? Inx(lnx 1)
Calculer la dérivée de g et en déduire les primitives de f.

6) Calculer I’aire A(A) de la portion du plan comprise entre(Z) et les droites d’équations x = A

(0 <A< 1);x=1et y=0.Calculer la limite de A(X) lorsque A tend vers 0.
(Bac. MTE 1995)

EXERCICE 7

1) Soit I'équation £} _4x? —7x+10=0. Vérifier que 1 est une racine de cette équation . Déterminer
le nombre réel atel que Vx R, x° —4x? —Tx+10=(x+ l)(x2 +ax— 10).
2) Déduire de la question précédente, les solutions de chacune des équations suivantes :

a) (Inx)’ - 4(inx)” = 7(Inx) +10=0

b) € —4e> +10-7e* =0

¢) sin®x—4sin® x - 7sinx+10=0
(Bac. MTE.1985)

EXERCICE 8

Le plan affine euclidien E est rapporté 4 un repére orthonomé (o;?;f)d’unité graphique 2cm.
Soit f,, la fonction numérique de la variable réelle x définie par : £, (x) = mx + e* ol m est un parametre

réel. On désigne par &y, la courbe de fdans (o;:' ;j).
1) Montrer que toutes les courbes &7, passent par un point fixe que Fon déterminera.
2) En discutant suivant les valeurs de m, étudier les variations de la fonction f,.

3) Onsupposem >0 o
a) Montrer que f est une bijection

b) Montrer que /.- est dérivable sur R, puis calculer sur nombre dérivé au point 1.

4) Onsuppose m=-1eton désigne par D 1’asymptote 4 ch;
a) Tracer I'aire A(A) du domaine limité par la courbe Z,, D et les droites d’équations X =A et x =0

oi1  est un réel négatif.
b) Calculer lim A(4) quand 2 tend vers -

(Bac. MTI - MTGC .1993)
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Fonctions Logarithmes et Exponentielles

EXERCICE 9

70)=0

Soit la fonction f défini ’ =[o- .
on f définie sur Pintervalle = [0; + oo par : Fiy=xinx—2x+1 i x>0

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de fau point xo = 0
2) a) Calculer f'(x) si x >0
b) Etudier les variations de f'sur [
3) a) Déterminer la limite de fen +oo.
¢) Quel est le nombre de solutions de I’équation fix) =07
4) Ftudier Erreur! Des objets ne peuvent pas &tre créés a partir des codes de champs Aeaise o
forme.. Déduire le comportement asymptotique de () courbe représentative de f.
5) a) Tracer (¥) dans un repére orthonomé
b) Déterminer une équation de la tangente a la courbe (€) en son point d’abscisse e’
6) Soit g la fonction définie par : g(x) =Inx—1. Déterminer la primitive de g qui prend la valeur 1)

pour x = 1 sur [0;+m[.
EXERCICE 10

On considére la fonction définie par : f(x) = ln(x2 -x —2), ot In désigne le logarithme népérien.

1) Déterminer le domaine de définition de f; calculer les limites aux bornes de ce domaine et étudier les
variations de .

2) Soit (£} la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (o;?;}) . Montrer que (Z) admet la

droite d’équation x = 3 pour centre de symeétrie.
3) Déterminer les coordonnées des points d’intersections de (&) avec ’axe des abscisses.

4) Calculer f(0), f(H et f(-2)-En donner les valeurs approchées a 107 prés a ’aide de la table

sutvante :

: X 2 3 5
Inx 0,693 1,099 1,609

5) Construire (&) dans (0;?;}) aveci=j=2cm.

{Bac. MTE. 1995)

EXERCICE 11

. 1 g g i
1) fest la fonction : X k> - D est le domaine limité par la courbe (£} de £, la droite des abscisses, les

droites d’équations x = | et x = e. I'unité graphique est 3 cm.

a) Représenter D. ,
b) Calculer I"aire de Dencn.

2) Pour tout naturel n on pose : I = Er”e’ dt
a) A I'aide d’une intégration par partie, démontrer que pour tout n: [/, =e—nf,_,
b) Calculer Io puis Iy, I, .
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(Bac. SET.1995)

EXERCICE 12

1) Vérifier I'égalité log, x.log, x = 4(log, x)’. En déduire les solutions de I’équation :
log, x.log, x=2 :
2) Résoudre dans R” le systéme suivant ot 'inconnue est le couple (x, ) :
{ZIogJr y +2logy xr==5

xy=e
(SET Compo 1983)

EXERCICE 13
1) Etudier lalimite enzérodef: x = f(x) = h"(l_"' ;mx}
sin2x

2) Résoudre dans R I’équation f{x} = 3

3) Pour quelle valeur de x la fonction fs’annule — t —elle ?
(SET Compo 1981)

EXERCICE 14

. - . - ? s . T

Soit £ R — R définie par : f(x)=xe'™ six<let f(x) =ax? +bx si x> 1ol (a,b) eR:

1) Déterminer a et b pour que fsoit continue et dérivable en 1.

2) Etudier les variations de fet construire sa représentation graphique dans un plan rapporté a un repere

orthonormé (o;f;}).
3) On désigne par D ’ensemble des points M du plan dont les coordonnées (x , ) sont telles que
0<x =2 et 0 y< f(x). Calculer I'aire de D.

EXERCICE 15 _
: Inx -2
Soit la fonction de R — R définie par : f(x) = ;’; =

1) Donner I’ensemble de définition de fet calculer sa fonction dérivée.

2) Résoudre dans R I’équation f{x) = 3.
3) Pour quelle valeur de x la fonction s’annule —t —elle ?

EXERCICE 16

On considére la fonction numérique de /de la variable réelle x définie par f{x)= (x+ 2}(1 i e"‘)
1) Montrer que la droite (D) d’équation y = x + 2 est asymptote a la courbe (&) de f.

2) a) Calculer f(x) .
b) Dresser le tableau de variation de f" et celui de /.

3) Construire (&) dans un repere orthonormé (o;?;j) unité graphique 1 cm.

4) Evaluer en cm’ I'aire A(a) du domaine plan limité par (23, la droite (D) et les droites d’équations
x=-2el y=a avec a>—2

5) a) Montrer que fest une bijection de R sur R.
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles e
b) Représenter /' dans le méme repeére que (&).

- ¢) Soitl le point de la courbe ( I" )de £ d’abscisse 4. Etablir I’équation de la tangente a(l')enl
I'racer cetle tangente.

Ja—

(Bac. SBT 95)

EXERCICE 17

1 — 1) Déterminer la solution de I’équation différentielle y'+2y = 0 qui prend la valeur % au point 0.

2) Soit la fonction définie de R vers R par: f(x) = 22™*. Construire la courbe représentative (& def
le plan muni d’un repére orthonormé (o;?;_}:) (unité graphique : 4 cm).

3) Montrer que fest une bijection de R sur un sous — ensemble de R que I’on précisera.

Soit f” 1a bijection réciproque de f; donner son tableau de variation et construire sa courbe
représentative (£”)dans le repére (O;F;}) .

4) Déterminer |’expression de f’(x) et calculer Iaire de la partie du plan limité par les droites

d’équations x=};x=§;y=0 et (&)

I1 - 1) Soit (Uy,) une suite arithmétique de raison r et (V,) la suite numérique définie par: ¥, = f,)
pour tout entier naturel n.

a) Montrer que (V) est une suite géométrique dont on précisera en fonction de r, sa raison q.
b) Discuter suivant les valeurs de r, la limite de la suite (Vy).

c¢) Calculer en fonction de Up, retn la somme S, =Vg+ Vi+.oonnnn.. +V, et la limite de la suite (S,).
2) Calculer la limite de la suite (F,) définie par : Fy = f(0) + f(1} + .........+ f{n) pour neN.
3) Soit (W) suite définie par: ¥, = J:f(x) dx
Exprimer W, en fonction de n et montrer que (W) converge vers une limite que I"on précisera.
{Bac, MTE 96)

EXERCICE 18

I - Résoudre dans R? les systémes suivant :
{bagJr e+log,e= 1
7
lnxy iy
1 5 H e 1
II Soit la fonction définie sur [3 : %] par f(x)= s

s

1) Etudier le signe de f{x) sur |§ %] et calculer le réel I, = Ef(x) dx . Interpréter I; comme 1’aire

d’un domaine a préciser.

2) Soit g la fonction définie sur [%%] par g(x) = —f(x). Calculer g’() et en déduire I, = . 12
n gt x
{Buc MTE 96)

EXERCICE 19 (Equation différentielle)

S S 40 U8 P IS ) 1 U S Tt G S L
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Dans un culture de microbes, le nombre de microbes a un instant, exprimé en heures peut étre considéré
comme une fonction y a valeurs réelles de la variable réelle /. La vitesse de prolifération  ’instant t du
nombre de microbes est la dérivée y* de cette fonction.

On a constaté que : 3 (f) = k.(f) o & est un coefficient réel strictement positif. On désigne par N le
nombre de microbes a 'instant t = 0.

1) Déterminer I’'unique solution de [’équation différentielle y "= Ay telle que y(0)=N.

2) Sachant qu’au bout de 2 heures, le nombre de microbes a quadruplé, calculer en fonction de N, le

nombre de microbe au bout de 3 heures.
3) Quelle est la valeur de N sachant que la culture contient 6400 microbe au bout de cing heures.

EXERCICE 20

Soit la suite (U,,) définie par U, = _r 13'113' dx pourne N’

1) Calculer U, en fonction de n.
2) Montrer que la suite (U,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

3) On appelle S, 1a somme des n premiers termes de la suite (U,). Montrer que S, = .r-| e dx

4) La suite (S,) a — t — elle une limite quand » tend vers +oo
EXERCICE 21

Soit f la fonction définie sur [0+ o[ par f(x)=1+ In(1 + x). On note (T} la courbe de fdans le plan

muni d’un repére orthonormé d’unité graphique 3 cm.
1) a) Etudier le sens de variation de £
b) Donner une équation de la tangente (A) & la courbe (&) en son point d’abscisse 0.

¢) Construire (C) et (4).
2) En étudiant la fonction numérique g définie sur [0 i+ -:0[ par g(x) = x— f(x), démontrer que

I’équation x = f{x) a une solution unique o e[2 ;3].

(D’aprés Bac SET 1997)
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Fonctions Logarithmes ct Exponenticlles e _
~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

D ogl)=x-2-In(x-1. g0)=-2 g2)=0 g4)=-02 g5)=02 Dg=Rl}.
La fonction g est continue sur Dg ; lim g(x) = —o; 15111@ g(x) = +oo; liml g(x) =+
A=t x—r x—
La courbe de g admet une branche parabolique de direction asymplotique la droite d’équation y = x

car limﬁg =1. La droite d'équation x = 1 est une asymplole a la courbede g,
. 2 x—-3 2
gx)=1- = g'(x)=0 & x=3

x—-1 x-1

7A

x |-0n 1 3 +00
gl + | - 0 +
g'le 2 "‘-\x /’+m
m/ 0.4 i
1\2 3

04/\*—4. N
/

2) D'aprés la représentation graphique nous voyons que la courbe coupe l'axe (ox) en trois poinis x),
X3, X3 qui sont telles que 0 < x| < 1, x,=2 el 4<x3 <5 D'oi E(x))=0; E(x;)=2¢l E(x;)=4
N.B. - E(x) désigne la partie entiére de x.

EXERCICE 2

Soit la fonction numérique définie par : f(x) = o2
=R ;i = - lim f(x)=0.
3o~ R s o = il
La droite d'équation y = 0 est une asympiote horizontale & la courbe ( ) de f

fr(x) F— ZXE_JI(]. -I)
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles .

—2 = 0 1 +(D ‘
S} - 0 4+ 0 -
ﬁ.\‘) +m\m e-?

il T 0

2) Graphiguement nous avons les résultats suivants :

3 ' . =2 ' . 3
- Si m<0 alors l'équation x*e™* =m n’'a pas de solution réelle
- Si m=0 alors admet une seule racine qui est égale a 0

i 3 i ; . .
- Sim E]O s ] I'équation admet 3 racines x|, x3, x3 vérifiant x; < 0<xy £x;

- Si m> e % I’équation admet une seule solution négative.

EXERCICE 3

P(x)=(x+a)(x +b)(x + ¢) ; a, bet ¢ en progression géoméirique.
1) B*=ac. P(x)=x"+(a+b +c)x* +(ab+ac +bc)x + abe.
a+b+c==3
D'aprés les I’hypothéses nous avons yabc =8
b =ac

b =ac = abc="b> d'oii abc=8 & B3 =8 = b=2.Ainsilesystéme devient :

EFed e a=-let c=-4 dou P(x)=(x—1)(x+2)(x—4)=x3—3x2-6x+8.
ac=4
2) Résoudre dans R les équations : _
a) -xe'"(xz +4)+2(x2 -—51c+4)=51ne"2 =3 Jt:(x2 -Hi)+2x2 —10x+8=5x o x° -3x’-6x+8=0

(x#l)(x+2)(x~4)=0 — x=loux=-20ux=4

" —x -2x - 8
b) e*—3—6e =8¢ s 1@ mdemr—theg =0

2% +8=0. Enposant X =e* avec X> 0 on trouve X?-3X?-6X+8=0. Les valeurs

3Ix _a,2x

e =3¢ -6
de X sont donc X =1ou X =4(lavaleur -2 ne convien! pas).
Kol o =1 & x=0;X=4 & =4 & x=ht D'oii S={0,In4}

EXERCICE 4

1) Posons A= fez' cos2t di . Calculons A @ l'aide de dewx intégrations par parties en posant u = e

° S [ e £ T T . :
alors w'=—2¢7Y ; v'=cos2 = v=ysin2t donc 4 -[5e sm2!]{} + l:e sin2idr .

v=sin2t = y=—1cos2t doit A= [%c’z’ sian]; —[zlc'z' cns2r]; - fe'z' cos2tdt
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles
24 = L[ e ¥ sin2r — ¢ i =1{e™" =3l
i ( sin2f —e cost) , & 2= 2({: + 1) < 4 ¢(€ i ])

¥ oo "
) = L’e Yeosttdt ; J= [:e"z' sin 1 df

Pt f f-’_z'(cosz t +sin’ r)d; N E e~ = [_%e-zr]

f+.f=-%c'” +

I-J= LL’ (cns { —sin {) _[l "cos2idl = ,{(e"”H] d’olt

L LY

0

P |—

I+I-——e“+2l e %( )
I-J=4(e +1 J=4(=3e7" +1)
EXERCICE 5

f: RoR xa f(x}=]n[§+x)

_—

1) D,=]-2:2[;VxeDf,-x E-fo-’ff(—x)=l“(2_xj=#m[2+x)

24+x 2—x

D'oii f(-x)=~- (x) [ est donc impaire
2) l1m flx)= . lim f(x) = +o0. Les droites d'équations x =—2 et x =2 sont des asymploles
- x—2
1 1 4

f'(x)= >0 d’oit fest strictement croissant sur Df

24 x T x (2+x)(2—x)

_2 5 Ay

_x

f® +

E 7 ¥ i
-0 .

-3 2

3) fest confenue et strictement croisante sur ]—2; 2[ a valeur dans R d’oi elle réalise une bijection de
]—-2; 2[ sur R

2+x 2+x : o
f[ﬂ:y{-}x:f"(x)cay=ln[2_x)@e”=2_x@23y—:n?’ =2+xc:>x(l+e’)—2(c"&l)¢:>

2(9” =z 1) . f"(x} _ Q(gI = 1)

e? +1 e’ +1

X=
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EXERCICE 6
N AR "
[est la fonction numérique définie par {f(l) - x(ln X)siox>0
/(0)=0
1) Ii|':'1. f(,\') = [im x(ln x)z ={Q= f({}) d'oir f est contenue sur R*
g v=2{)
2) lim = lim (ln J:)2 = 400

x=p+n X X— 40

3) jr'(,\'):(ln:c)2 +2Inx & f'(x) =Inx(lnx +2)

S(x)=0x=1o0ux=¢?

0 e 1 +00

+ 0 - 0 +

X

I

S ff) =e; f (8) = 3 I'équation de la tangente (C) au point d’abscisse e est
y=3x-e)+e= y=3x-2¢

Nous savons gue lim f(x) = lim (Inx)” =+ d'oit fn'est pas dérivable & droite au point x = 0.
=0t X x=0"

L’équation de la demi-tangente a (C) enQestx =10

4) La courbe de f

vA

::\ >

e-? 1 2

2
5) g est la fonction numérique définie par g(x) = x? Inx(Inx —1)

2
g'(x)=xInx(Inx-1) +%[§lnx - -Jﬂ = Jvc(lnx)2 —% d'oil

g'(x) = f(x) 5 g— o f(x) = g'(x) + % = f(x) = (g(x) + %] une pr_’:’mr’rive de fest donc
g{x)+§ = F(x) = —;-xz Inx(Inx-1)

6 A1) = J:f(x)dx =[F)], = A(2) = %— %)ﬁ In{In A - 1) -i};

’Ilim'A(i) = %
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EXERCICE 7

3 2 . : ; 1 doale d ‘oit | est une
1) x°=4x* —7x+10=0. La somme des coefficients de cette équation est égale a 0doir 1 est

solution. x* —4x? —7x 410 = (x- l](x2 +ax - IU)c:b a=-3.
On en déduit x> —4x? =7x+10 = [x s 1)(:c2 -3x- 10) -
2) @ (Inx)’ - 4(lnx)* ~7(lnx)+10= (]nx—l)[(lnx}2 ~3Inx- 10) =0 Inx=1ou

(Inx)* =3Inx-10=0: nx=1>x=¢
(]nx')z-31nx—10=0<:>lnx:5 oulnx=-2ox=c oux=e>
S={c,cj,r:'2}

b) e’ —4e® —7e* -10=0e>e" =1 ou e* =5 x=0 ou x=In5
Sz{O;lnS}

%
c) sin® x —4sin’ x—7sinx—10=0=>sinx = 1<:>x=72-+2kl?1k€15?

EXERCICE 8

Su(x)=mx+e” '
1) a) YmeR, f,(0)=1 doit toutes les courbes (23 passent par le paint de coordonnées (0 ; 1)

2) fox)=m+e”
e Simz=0 alors f,(x) >0 pour tout mréel ; dans ce cas f, est sirictement croissante sur R

e Sim<Oadlors f,(x)=0 @ e =-m & x= log(~m) et nous avons le tableau de variation

suivant: 1_15101 f(x) =+ E_,f(x) =+

X | -oo X0 4+
') - 0 %+
+ Co <o
Jnl®) . \fmﬁfd/

N.B Dans le tableau xy = log(—m) et fm(xﬁ}zm[log(_m) - 1]

=0
3)) ﬁnus' savons que si m 20 alors f,, est strictement croissante sur R donc elle définit une bijection de
Rsur R : |
>0, f.(x) nes'annule pas d'oil f est dérivable sur Ret | f,, |(x) = ————
b) Pour m S, . ( ) fm[f ](x)]

1 4
D’out fn:l(l)=f,,',[fn:l(l)]_f"'"(o) m+1

car f7'(1)=0

3) Sim=-1 alors [ (x)==x+¢" ; ladroite D d'équation y = ~x est une asympiote oblique

(Z%)-
a)
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™

P

b) A(4)= Jf(f_.(x) +x)dx < A(A)= er-‘dx =1-¢*
lim A(2) = 1w.a =4 cm’

-
EXERCICE 9
0)=1
f:I1-R: xa 7 () _ er!=[0;+oo[
f(x)=xlnx-2x+1s5ix>0
1) lim f(x) =1 donc fest continue au point xq = 0
x= 0

lim £/ Q= lim(Inx - 2) = —o d'oit/'n'est pas dérivable ai point x, = 0.
x=0 x=0

2)a) Six>0, f'(x)=Inx-1

¢ f'(x)=0 & hx=1 < x=e:f'(x)>0 & x>e

Le tableau de variationde f :

x|0 e +@

Sx) - o +
1
f(x) \\._ 1-é /

3) a) limf(x) = lim(xlnr—2x+1} = limxInx =+
X = +ao
X = 00 X =k 50

b) D'apreés le tableau de variation de f1'équation f(x) =0 admet deux solutions dans 1.

4) limf—(r’i = Iim(inx -2+ i—) = +c0. La courbe (C) admet une branche parabolique de direction
X =b 40 x —p +0D

asymplotigue ! 'axe des ordonnées

5) b fle*)=1; f'(e?) =1 d'oitl'équation de la tangente a () au point d’abscisse ¢* est

y=x-el+1

6) g(x)=Inx—1. Nous savons que ['(x)=Inx-1 d'ou f(x)+k estune primitive de g. La primitive

Fde fielie que F(1) =~ est définie par f(1)+ k=-1 o =l+k=-1 © k=0dou
F(x)=f(x)=xInx-2x+1.
La primitive de g qui prend la valeur (-1) pour x= 1 est la fonction f.
3) a)
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(9%

0 el
-1
e-1
EXERCICE 10
F:R-R: xo f(x)= (’x -x- 2])
1) fest définie ssi x* =x~2#0 c’est & dire D= R —{~1;2}
limf(x) = limf(x) =+ ; limf(x) = limf(x) =-c0
x— —c X = 4o x—= -1 x=r2
-1
f( )—_—x_a“ by f'(I):O = x:%_
Les variations de f sont résumées dans le tableau de variation ci — dessous.
x |00 =1 1/2 2 +C0
f&| = + 0 ~ +

ro In(9/4 +
N - )\ P

2) Ladroite d'équation x =% est un axe de symétrie de (Z) ssi f(1-x) = f(x) ;

fl-x)= ]n(l(l—x) -(1-x)- 2]) (x -x=- 2) f(x) d'oit x =5 est I'équation de 'axe de
symétrie de (C').

3) f(x)=0 <« 11'1“;:2 -—x—2|)=0 = |.r2 —-x—2| =1

lox-2=1o0u x> —x-2=-1

1-413 1+13
2

xz_x_2=l<::>x2—x—3:0 X = 3 e’r.'(.'z:

1-4/5 1+'\r’§.

X X 3 2 2

Les abscisses des points d'intersection de (T) avee I'axe des abscisses sont :

=413 14413 1=45 1445

x, = 5 Xy = 3 : X3 = 5 Xy = 3
4) f(0)=In2=0,698 ; f(%)=ln§=2!n3—2ln2={),3] 4 _%]:0’223
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"}i

- o

EXERCICE 11

1) [:R—-R xa f (x) e 2 . D le domaine limité par la courbe () de f, l'axe des abscisses, les
X

droites d'équationx =l etx=e
a) La tracé de la courbe

L'airede Dest S = f%dx = [lnx]f =1 wua=9cm’

9 L= L':" e" di
a) Posons u=t" = u', =nt"v'=e' >v=e doi

I, z[!” c']L —rr'l:f"'le'd! oI, =e-nl, (COF D).

b Iy = _Edrzl;f, =e-1;1,=2-¢;l;=4¢-6

139
EXERCICES CORRIGES DE MATHEMATIQUES |

Scanned by CamScanner



Fonctions Logarithmes ¢t Exponenticlles
EXERCICE 12

2
Inx Inx Inx Inx (ln.‘c) I
S e iy - -

1) log, x.log,, x = —x £ =
Ina 2lna 2(]na)2 2

2
log
Ina lna"‘ ( #6a X) :

|
|0g3 x.log,} r=2Es 5(10;_'3 x)2 =2 & (loga _r)z =4
log; x =2 ou |023x=—2¢.>x=90ux=l

ef

. Nous pensons log, y = X alors log, y = 5%

2 2logxy+210gyx'=—5
Iy:e

21‘3‘:‘%‘;;rJv'+2lc|g:,,x=—5<::n'2).l.’+%=—5«:::'2)('2+5X+2:0 = X=—20NX=?

¢ SiX =-2 alors le sysiéme devient

. 1
log, x =2 — = Iny™ a y=z
{ 5 - nx ny - Inx=Iny e T e
xy=e xy=e¢ Xy=¢e L=e x=e’
Y
1 e y=¢
= — e
D S:'X=—% alors Inx Zlny = Yy < 1
xy=€ y:e x_;

L’ensemble des solutions du systéme estdonc: § = {(ez; l}, (—1-, ezj}

EXERCICE 13

1) f(x) :il-l-_;ln_x)' Nous savons que pour x — 0 ; sinx = x d’oit
sin2x _

Iimﬂ“‘_sﬂx_)z liml“_(_l.fi)= IimM= lim %M=l

x>0 sin2x x+0 sin2x  x=0 2x x=0 x 2

2) Larésolution dans Rde Inx +In(x+1)=In6 : x>0

Inx+ln(x+1)=ln6 = x(i'l'.f):ﬁ == x2+x—6={]d’m}x:2
EXERCICE 14

.,f(.vc)zxi:e""l six<l
f(x)=ax? +bx six>1oii(a b) eR
1 f()=1; limf(x)=a+b : fcontinueen1ssi a+b=1

x— |

. e _
limﬂ—‘?—:;—”—”= lim# ==L . Posons x=1=halors x=1+het x>1 & h=0 d’oi
r=l x—= 1
2 _“.""?..| s (l+h)eT N i = . -h{2+h) =20
lim& =L = lim—=———. Nous savons que : pour x—>1, h>0, ¢ —e et
x=a " h=0
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ety |, e - . o s =1 (0-7(
lim—~——= [im|e ™" + =lime™ +2—— |=1-2=-1 d'oit l|m’L-’1-—— =]
=0 h 2h x=r |

=0 h=0

2 .

s S(x)-/(1) . ax® +bx —1 .
lim&==—2 = lm} athel puisque a+b =1 alors e i +b d’otr
v =1 = ’ X -

lim(ax +a -+ h) =2a+b

x=1"

"
=

a+bh=1 {a=—2
o
b

En résumé nous avons
2a+b=-

f(x)= x.e™ six<l

et fest donc définie par :
S(x)=-2x* +3x six>1

2) Dr=R Iimf(x)=0 ; limf(x)=-
Pour x <1 _{'(x)z(l—sz)ei_f () =0 o xz—l';-z- ou x=-"g-_2-

Six>l f(xX)=-2x+3x o [f(x)=—4x+3; fi(x)=0 < x=%6]1,+°°[

X |-CD Xy X2 40 JL
ftx) | - 0o + o -
fro |0 S~
~ " S

L'aire de D esr-

: 1
3 —x! 2 - 1-x* 3 e
S = _[rf(x)dx: _Exe1 *dx + I(-Zrz +Jx)dx=—-é-[e ]0+[—%x +3 _—2_+£
_12e-5
Y

] leg e=1 7

EXERCICE 15

==
1) fes:defmes'vzx:»{]erlnx—l:t{} & x#0erx#edou Dy= lo; e[ule;+odf.
1
x(Inx—l)2

S'(x) =

0
By

lnx—223 = Ihx-2=3lnx-3 < 2Ihx=1 = Inxz%cox:e
Inx-1

2) f(x)=3 <
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2

3) f(x)=0 & Ihx-2=0 & Ihx=2 & x=¢

EXERCICE 16

f(x)=(x +2)(1+e-") =x+2+(x+2)e

) 7O -(x+2)=(x+2)e™" :
lim( /' (x) - (x + 2)) = lim(x + 2)e™ =0 d’ott la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymplole

X—F-x =) 0

a(e.
2)a) frix)=l+e —(x+2)e* =1=(x+1)e*
b) ["(X)=(x+De ¥ —eF=xeF: f'(x)=0 < x=0

o 0 +0 A
Sx) - 0 + ©
S|+ 1

4
\\0// rdﬁ .

x |- + / /_(T)
r@| + : A
wml ——

-0 -2 L.
M 4

/ 3
4) L'aire A(a) dudomaine limité par (&) (D) et les droites d'équations x = =2 et x =« est :

f(f(x) (x +2))dx f(x+2)e-xdx [(x+2 ] [ ] ~(a+3)e™® +¢?

5) a) D'aprés l’étude des variations nous savons que f est continue et strictement croissante sur R
vers R d'ot fdéfinit une bijection de R sur R
b) (Voir la représentation graphique)

c) K4, 0) un point de la courbe (I") de f~'. Nous savons que f"(4} =0er f'(0)=0 doir (f—l). e

pas définie au point verticale a (T ) en ce point { est verticale et son équation est x = 4 |

EXERCICE 17 .

1. 1) Lasolution générale de l'équation y' +2y =0est y=ke™ ; celle qui prend la valeur L

point 0 est définie par [(0) = e = 1 doi f(x)= %e'k

1
4 4

2) f:R—R: xa f(.r)=%e'2' -, f‘(x)=,_’}le—2x<0
lim f(x)=+0 ; lim f(x)= B
142
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114

Y

3) fest contenus et sirictement décroissante de R vers ]0 + oo[ donc elle réalise une bijection de R

vers ]0 + m[ le tableau de variation de ' est le suivant :

0 + Qo

£
Cf-f)f|+cn____________"_

-
4) f(x)= %e'zx o y= %e'“ ody=e o hnfdy)=2x = x=%lln{4x) d'oit f(x)= %l-ln(flx)

¢
L'aire de portion du plan limité par(Z’*), les droites d'équation x = — ; x = Z et y=0 est

1
4
S= ff’l(x)dx = % E!n(drx)dr = %([x ln(4x)]; - [x]: ) §= —u a=2cm’

IL. 1) (U,) une suite arithmétique de raisonr,(V) la suite def inie par V, = f(U,)

a) Vn :1- -2U, -V _1_ =2U,, . Un-l—] . Un Fro V+| = ZerZ(U.ﬂ-] - le - %E_h % e_zun -

s Vel =
= N . - S = =2
V., = e .V, d'oit (V) est une suite géométrique de raison g =™

2 c s
b) — Sir=0alors g =1 et (V,) est stationnaire, sa limite est dans ce cas V, = Ze

— Sir>0 alorsg=e¢ <1 et lim V,=0

H=+o2
— Sir<0 alors lim V, =+

1 =24, -2(n+|}r
n+l S wl] —
Vo(l -4 ) 4 ¢ [l ¢ ]
c) S,=Vo+Vi+...... +V, = = = pour r#0
l-q l1-¢

1
- Sir=0alors S, =(n+1)V, = E(n +1)e ™

o-2Us
= Pourr>0 lim Sn=———1+
n—+o 4(]—8 r)
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= Sr<0alors limS, = +o

=2 -2n
2) (F) la suite définie par F = ' e S T -
finie par F, = f(0)+ f()+..cooon.t £ (1) i 7
i [1 et
e = ; lian=;
4L 1-e 4(1-¢2)
n=r t+=
b L 3 i Oy —2x 7 —2n
W, = Lf(x)dx:ﬂe i = -4 == 1)
l o
W, = ~8-(1 - e‘z") = limW, z% d'oit (W,) converge vers -El;
EXERCICE 18
- EXO1

log, e+log, e= J
Résoudre dans R* 3

7
In{xy) = -
() =3
1 1 7 Inx +In =7 7
—— oo e Intlny =
Le systéme est équivalent a S j R '; = -
2 = 2
Inx-Iny=— Inx+lny=— Inx.lny= =
=2 ¥ 4
d'oit Inx et Iny sont les solutionsde X* -1X+3=0 o 2X?-7X+3=0; X=LouX=3

1 % % L
Si lnx=%er Iny=3alors x=el et y=e® ; nous avons aussi x=¢° et y=e! d'oit 'ensemble

des solutions du systéme est! S = {(eil ce?) (e, e%)}

- EXO2

fi|E: 5] R xo f(::):ﬁ

a) x € [% : 13’-] tanx > 0 d’ou f{x) est positive sur [% 50 )= Ef(x) dx = f:ji i = [ln(sinx)]i

4

31 -
‘rlslnT)rln; & Il=lnw’;

1, est  ‘aire du domaine limité par la courbe de f; les droites d équations x = % x=5 et l'axe des
abscisses.
2) g:[£: 5] R xa g(x)=-f(x)-x

lan'x L tan® x

|
; ==/ '—I= _1-—"'"-_‘-‘] = ! =
g (x) f (x) {anl X l:;m2 X g (x) tanz X

. 1 e 4 Ty
L= [:tanz —de = [e®]: =eB-eBH=F%-%
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EXERCICE 19

yi=ky < y'()=ke(r) ; k>0.Nlenombre de microbes al'instant 1 =0

1) yv'=hky & y= Aet y)=N < A=N dou .":rm'g.iue solution vérifiant y(0) = N est
y(1) = N.e". '
2) Sit=2alors y=4N < 4N=Ne* o ¥ =4 & k=In2.D'i y(t)=N.e
Ainsi y(3)= N.e’"? = N2} o y(3)=8N '

fin2

6400 —200.
2

3) y(5) =6400 alors 6400= N.e’™ < 6400=2°.N = N=

Donc a l'instant t = 0 il y avait dans la culture 200 microbes

EXERCICE 20

U, —It’f‘dxpourne!?v'
1) Un = ‘—2[6._;3:] = "‘2[6_‘?“ o em_;("-”] — —2&'-%”(1 - e%)
n—|

2) U,, =-2¢""(1-e)=¢" [—2e‘3"(1 . JE)] =e .U Dok (U,) est une suite géiométrique de

B
.

raison g =e-

Le premier terme est : U = —2(6"; - l) & U=2-2""1=2 —-\%

1 2 1 3 1 R 1L
3) 8, =U, +Us +Usticiaias +U, = ﬁe’?’dnj e ’xdr+Le ol T j;e ™ i

4) Sﬂ — .Ee 1xdx [ --'-x]; :_Z[e_%ﬂ _0]']
limS, =2

n— +0

EXERCICE 21

[f fonction définie sur [0 ,+ oo[ par f(x)=1+In(1+x)
1) a) Etude du sens de variation def:
fest dérivable sur [0+

1
Pourmwxe[(),+w[ f'(x}=——>0

* La fonction f est strictement croissante sur [0,+e]
b) Eguation de la tangente (&) & la courbe de fau point d'abscisse 0 :
Elle est définie par y = f'(0)(x - O+ f0) f(O)y=1e f'(0)=1
c) Construction de () et de (A)
lim f(x) = lim[] +In(1+x)] = 40

Litii &}: _lllTL[ ln(lu}] 0

s a0
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d'oit (C) admet une branche paraboligue de direction axe des abscisses

# 6Y]

2) La fonction g est dérivabie sur [0, +ooefona:

+1 l+x
& esl continue et strictement croissante sur [0, +oo[ , g est donc une bijection de [0, + o[ sur

g([0, + =) = [g(o) Jlimg(x)

|: = [—I, + ocr[ puisque 0 E[U, + ao[ alors ['équation g(x) = 0 admet une

Vxe[0,+oo[ g'(x)=1..f'(x)=1h—l-—- ® 0
X

solution unigue «.
g(2)=1-In3n0 ; g(3)=2-In4¢0
8(2).8(3) <0 d'ot a €2, 3]

Conclusion I'équation x = f(x) admet une solution unigue a e[?, 3]
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Geéométrie

~ENONCES ~

EXERCICE 1

Soit trois points distincts A, B, C non alignés d’un plan affine P. On considére le systéme de points
pondérés. S = [(A . 2) ;{B ; 3) 3 (C p —5)}

1) Sadmet - il un barycentre ?

2) Soit C’ le barycentre du systéme {(A ,2);(B, 3)} et B’ le barycentre {{A e, - 5)} construire C’

et B” puis montrer que les droites (CC’) et (BB”) sont parall¢les.
3) Montrer que C” est I'image de B par une homothétie de centre A dont on précisera le rapport. Quelle

est I'image de B’ par cette homothétie ?

EXERCICE 2

On donne dans le plan affine E deux points distincts A et B
1) Déterminer la condition sur le couple (a , b) pour que pour tout point M de E, il existe un unique point

—_— —_— ==
"deEtelque aM'A+bM' B+2M M=0
2) On suppose dans toute la suite de I'exercice réalisée la condition trouvée dans la question 1) et on

désigne par f ’application de E dans E qui 4 M associe M’
a) Déterminer suivant les valeurs du couple (a , b) I’ensemble des points invariants par f
b) On suppose a + b =0 ; montrer que f est une homothétie ponctuelle dont on déterminera le centre et le

rapport.

EXERCICE 3

Dans le plan affine euclidien de repére orthonorme (o;?;}’] on appelle G I'isobarycentre des points

Afa:b); B(b;0); C(0;2a) ol a et b sont deux réels.
1) Déterminer I’ensemble décrit par G lorsque aet b varient.
2) Dans cefte question on suppose a fixe et b = 2a. Déterminer 'ensemble des points M du plan tel que :

MAZ + MB? + MC? = 102”.
EXERCICE 4
Soit E un espace affine de dimension 3. On donne 3 points A, B,C et f I’application de E dans R définie
2 2 2
par: M ZHEI-” +3":175” +3H-.lﬁi|
1) Justifier I’existence du point G barycentre des points (4, 2);(B,3);(C . —2). Donner une relation
vérifier par les vecteurs GA, GB, GC.
2 :
2) Montrer que f(M)= 3"%“ + k ou k = f(G)

3) Discuter suivant les valeurs de k la nature de ’ensemble des points M de E tels que f(M) = 4.

EXERCICE 5

* Dans le plan rapporté au repére orthonormé (0;3’;}’) on donne les points A(2 , 4); B(1,0); C(6, 0).
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1) Placer ces points dans le repére (o;f;}) :
2) On appelle H I’orthocentre du triangle ABC.
3

a) Vérifier que H est le barycentre du systéme pondéré [(A a);(B,b);(C, c)} onb="ete=1

b) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tel que SMA? + 12MB? + 3MC 140
{Corpa SET 198%9)

EXERCICE 6

1) Déterminer les solutions dans C de 1’équation = (2 + 3:r'}'1 . Construire leurs images dans le plan
complexe.

2) On désigne par A, B, C les points du plan complexe d’affixe respectives:zg=3 ;) =2—1i;z=-1 -1
a) Déterminer les coordonnées du barycentre G des points pondérés : (4, -1);(B,1);(C, 1)

b) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que MB? + MC? - MA® = |
¢) Soient A, B”, C” les images respectives des points A, B et C par une transformation f du plan.

FaS AN
Comparer les angles (A4'B', A'C')et (AB, AC) dans chacun des cas suivants :
- fest une homothétie de rapport -2, de centre quelconque
- fest une symétrie orthogonale d’axe quelconque.
On construira la figure pour mieux visualiser les angles.

EXERCICE 7

On donne deux points distincts A et B du plan affine et un réel k non nul. Soit M, I'image de M par
I’homothétie de centre A et de rapport k, soit M’ le barycentre des points B et M, affectés respectivement
des coefficients a et 1, a étant un réel distinct de —1. Soit f I’application qui & tout point M du plan associe

M’.

1) Montrer que pour tout point M du plan affineona: (a+ MM =(1-k)MA +a MB

2) Montrerquesik=a+ 1 alors f est une tranglation dont on déterminera le vecteur.

3) Mentrer que si k y a+1 il existe un unique point invariant G par f. Montrer qu’alors f est une
homothétie de centre G dont on déterminera le rapport.

EXERCICE 8

ABC est un triangle du plan euclidien P: BC=a; CA=b; AB = c. Soit G le centre de gravité du triangle

ABC.
a) Quel est I’ensemble des points M du Plan P tels que : MA? + MB?-2MC?=0?

b) Déterminer GAZ + GB+ GC? = Y(a* +b* + ).
c) Montrer que pour tout point Mduplanona:

(WA, MB) + + (B, MC)+ +(MC,MA) = 3MG? H{a? )

EXERCICE 9

Dans le plan affine euclidien P ABCD est un carré de centre O et de coté a.
1) Déterminer les réels b, c et d tels que A soit le barycentre de(B b):(C.,c);(D,d)et déterminer
I’'ensemble des points N du plan P tels que NBNC+NC.ND-NC* =0

2) Déterminer le nombre réel a, de fagon que O soit le barycentre des points A, B, C et D affectés
.. respectivement des coptheiems vet 2l s i i L
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1) Déterminer les réels b, c et d tels que A soit le barycentre de(B,5) ; (C,c) ; (D,d) et déterminer
. — — — 2

I'ensemble des points N du plan P tels que NB.NC + NC.NB-NC* =0

2) Déterminer le nombre réel o, de fagon que O soit le barycentre des points A, B, C et D affectés

respectivement des coefficients : a, 2, -1 et 2. '

3) Déterminer le nombre réel B de fagon que A soit le barycentre des points O, B, C et D affectés

respectivement des coefficients B, 2, -1 et 2. '

4) Quel est I'ensemble E des points M de P tels que : -2MO? + 2MB? - MC? + MD? = k? ( Discuter
suivant les valeurs de k réel quelconque).

EXERCICE 10

1) Soit P le plan affine euclidien et AB = AC = 5 et BC = 6. Calculer le produit scolaire AB.AC.
2) On désigne par G le barycentre de (4,2); (B, 3);(C, 3). Construire le point G et calculer GA.

—_ S—— —_—
3) On considére I'application f de P dans R telle que f(M)= 2 MB. MC + MC. MA + MA. MB.

Démontrer que I’on a pour tout point M de P f(M) = f(G) +4 MG”. Calculer numérique f(A) et f{G)
4) Déterminer et construire I’ensemble E des points M tels que f(M) = f(A)

EXERCICE 11

Soit le plan affine euclidien P rapporté & un repére orthonormé (o;?;}) . A tout point M(x, y) on associe
les points A(o, x) et B(-y, o) puis le point M’(x, y) barycentre des points M, A, B affectés
respectivement des coefficient (1 -o -B), a et p étant des nombres réels , on désigne par fo I’application
de P dans P telle que f{M) = M".

=(l-a-Bx-pH
y=ax+(1-f-a)y
laissant au moins un point invariant .

2) Déterminer les couples (ct, B) de réels tels que f.p soient involutive.
3) Déterminer la nature de I’involution qui correspond & & > B. (On pourra chercher d’abord I’ensemble

des points invariants).

1) Montrer que x’ et y’ vérifient : { . En déduire que f est une application affine

EXERCICE 12

P désigne dans ce qui suit un plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé (o;f;}) .On
considére I’application affine f de P dans P qui au point M(x, y) associe le point M’(x", y’) tel que
x=1x+1y+l1
y=1x+ 1y-2 -
1) Cette application admet — clle des points invariants ?
fest - elle bijective ? Déterminer I’ensemble f(P).

2) Soit ¢ I’endomorphisme associé a /3 montrer que @ est une projection vectorielle orthogonale sur une
droite vectorielle D dont on déterminera une équation cartésienne.

EXERCICE 13

. : 149 :
EXERCICES CORRIGES DE MATHEMATIQUES 1

Scanned by CamScanner



Géométrie

Dans le plan complexe orienté, muni du repére (o;#:v) orthonormé direct, on considére la
transformation T qui, au point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ définic par :
' e
2=2(1-)z +—.
2
Démontrer que T est la composé d’une symétrie orthogonale et d’une homothétie dont le centre 2

appartient & I"axe A de la symétrie. Déterminer ©, A et le rapport de I'homothétie.
: (Bac 1988 SET)

EXERCICE 14

Un plan affine P étant rapporté  un repére orthonormé (0;7; ), soit z = x + iy I’affixe d’un point
M(x, y) de ce plan .

1) Déterminer I’ensemble des points M du plan vérifiant [(1 +i)z— ?-fl =2

2) Quelle est la nature de la transformation F qui a chaque point M d’affixe z fait correspondre M’
d’affixe 2’ = (1 + i)z - 2i.

Déterminer les éléments géométrique de cette transformation.

EXERCICE 15

Le plan affine E est rapporté au repére orthonormé (a;?;}") . On considére ’application affine de E dans
E qui au point M(x, y) associe le point M’(x’, y) définie par :

T e L |
X=gXx+5¥=3

y=lxslys L

a) Montrer que tout point M, le vecteur MM est colinéaire & un vecteur constant.
b) Etudier I’ensemble des points invariants par f.

¢) Reconnaitre la nature de I'application f.

2) Soit g I’application affine de E dans E: M(x, y) —» M"(x",y" )telles que :

v 3 ._."E itz ﬁ
X=X+ )V—3+73

' y'=if¢x+}y+%+-§
a) Montrer que g peut s’écrire hof ou h est une application de E dans E que I’on précisera.
b) Sans calcul, vérifier que hof = foh.

EXERCICE 16

P est un plan rapporté & un repére orthonorme (o;?;}) - Soit a un nombre réel. On considére
X'=ax+a-1
y'=0CBa-Nx+(1-2a)y+2
a) Montrer qu’il existe une valeur de a pour laquelle f; est une homothétie dont on déterminera le

Centre et le rapport
b) Existe —t— il a tel que f; soit involutive ? Montrer qu’alors f, est une symétrie que I'on précisera.
c) Déterminer avec précision I'ensemble f,(P) suivant les valeurs de 4.

I’application affine fs c_[éﬁnie par: M(x,y)> M'(x',y') avec {

d) On suppose a = 0. Soit t la translation de vecteur 37 . Montrer qu’il existe une projection p que I’on
déterminera telle que /= 1op = pol.
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EXERCICE 17 (similitude)

Dans le plan affine euclidien muni du repére orthonormé direct (o;.f'-;f) on considére les points A(3, -1)
et B(0, 2). On désigne par :

e h I'homothétie de centre A et de rapport w2,

* 1 larotation de centre B et d’angle dont une mesure est <.

 tla translation de vecteur BO

a) Construire, aprés avoir donné une justification rapide le point Q du plan dont I'image par to ro h est

I'origine o

c¢) Quelle est la nature de la transformation to roh ? En donner les éléments caractéristiques.
EXERCICE 18 (similitude)

Le plan affine euclidien orienté est rapporté au repére orthonormé direct (U;F;.}:) . On considére les

points A(1, 0} ; B(0, 1). Soit S, la similitude plane directe de centre A dont une détermination de I’angle

estZZ et de rapport 2. Soit S; la similitude plane directe de centre B d’angle dont une détermination

est£ et de rapport 3.

1) Quelle est la nature de T = S,05,7? _
2) Soit M(x, y) un point du plan et M*(x’, ") le transformé de M par T. Exprimer x " et ' en fonction

de x et de y.

EXERCICE 19

Soit E; le plan affine euclidien rapporté en repére orthonormé direct R = (o;i-;f) . Soit f’application de
xX'=x+ 1}'3(2 —y)
y'=(x—[)af§+y.

E; dans E; telle que M(x, y)—=> M'(x',y') et [

Soit z et 2’ les affixes respectives de M et M. -
1) Montrer que I’on peut déterminer deux nombres complexes uniques a et zp tel que 2’ — zp = a(z —2o)

2) En déduire la nature de f.
3) Quelle est I’image par f du cercle d’équation : x4y =2x-4y+4=0

EXERCICE 20

Soit E I'espace affine euclidien de dimension 3 rapporté & un repére orthonormé (o;?;},!‘z) -Soit f

I'application de E dans E qui au point M(x, y, z) associe le point M'(x, ¥, z') tel que

x'=—z+1
y'=x-4
2'=-y

Démontrer que fest la compose d’une rotation r d’axe A et d’une translation t de vecteur ¥, ¥ étant un
vecteur directeur de A (Autrement dit, f est un vissage). Déterminer A etv .

EXERCICE 21
(SET Compo 1990)
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Soit E un espace cuclidien de dimension 3 et (o;f—;fj) un repére cartésien de E. Soit A(4, 2,2) et

B(0, 2, 0) d_eux points de E ; s la symétrie orthogonale par rapport a un plan P telle:que s(A)=B:
1) Déterminer équation cartésienne du plan P.
2) Définir analytiquement s

3) Soit Q le plan dont un repére cartésien est (A, AE,}) Montrer que Q est globalement invariant par s.

EXERCICE 22

1) P estle plan affine euclidien muni du repére orthonormé (O;F;E)- Dans ce plan P on donne les
points A(-2, 1) ; B(0, 2) ; C(1, -2) et E(-2, -2). Soit f la symétrie axiale telle que fl4) = a; AIC) =cet
AB)=E. |

a) Placer dans le plan les points 4, B, C, E, I et f{I) ou [ est le milieu du segment [BC].

b) Donner une équation cartésienne de 1’axe et la direction de f.

2) Soit D la droite d’équation x + y + 1 =0 et A la droite d’équation y = 1.

a) Trouver I'image par la projection g sur D parallélement 4 A des points C(1, -2) et F(0, 1).

b) Définir analytiquement la projection g.

EXERCICE 23

Dans le plan affine euclidien muni du repére orthonormé (o;?;f)on considére la droite D dont une

équation est y = 2x — 1 et le point A(l1, 1).
Soit S la réflexion d’axe D (symétrie orthogonale par rapport & D) et h I’homothétie de centre A qui

transforme le point de coordonnée (%,Q]au point de coordonnées (2, 3).

1) Dans le plan, construire I’image par hoS des points O, E et F ou E(O,-%—) et F(2,1).

2) Définir analytiquement les applications S, h et f = hoS.

3) En désignant par M(x, y) le point d’affixe z=x + yi et M'(x’, y") d’affixe z’ = x’ + y'i son image
par f, exprimer z’ en fonction de z.

4) Déduire des questions précédentes la nature et les éléments caractéristiques de f.

EXERCICE 24

Soit dans le plan affine euclidien I’affinité orthogonale p d’axe A: y=x + 1 et de rapport k = -2
1) Construire dans le repére (0;7; ) I'image par ¢ des points O, A, B odt A(1, 0) ; B(0, -1). Quelles sont
les coordonnés des points images de E(0, 1) et F(-1, 0).

2) Définir analytiquement @ puis donner une équation cartésienne du cercle € de centre O et de rayon
r = 1 et de son image par ¢. Quelles sont les coordonnées du point O, tel que ¢(0;) =0 ?

EXERCICE 25

Le plan affine P étant rapporté a un repére orthonormé (o;f;}) on considére ’application de P dans P

‘ x'=~y+1]
définie analytiquement par : e

1) Démontrer que f est un déplacement
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2) Montrer qu’il existe un point A et un seul, invariant par f.

3) Montrer que pour tout point M # A, de transform¢ M’ par fon a ”WH = HWH et que ’angle

(W, W) est constant. .

4) Quel est I’ensemble des points M de P tels que O, M, M’ soient alignés ?
{Buc SET 1992)

EXERCICE 26

. . _ - =
Soit ABC un triangle rectangle isocéle direct de sommet A tel que (AB, AC) = %[2??]-

On note & le cercle de centre B et de rayon BA, & le cercle de centre C et de rayon CA . Les cercles
() et () se recoupent en M. '
1) a) Montrez que S (&)= &, 5, étant la réflexion d’axe la droite (AM).

) - - - -
b) Déduisez — en 1’égalité (AB, AMJ = [AM, AC]

2) Déterminez la nature de ’isométrie r = S 111y 05 45)
3

) Déterminez I’image du cercle (£) parr.
a) en déterminant I’image de (&) par chaque réflexion
b) en déterminant directement la rotation r.
4) Soit f =S ) 0S4z, - Déterminez I'image (&) du cercle () par fet représentez la. Montrez que

(AB) est tangente a ()

EXERCICE 27

Soit ABC un triangle et O un point du plan orienté distinct des points A, B, C.

Soit r la rotation de centre O et d’angle -g— On désigne par A’, B, C’ les images respectivesde A, B, C
par 1. - :
On construit alors les points D, E, F tels que les quadrilatéres OA’DB, OB’EC, OC’FA soient des

parallélogrammes .
On note a, b, ¢, a’, b’, ¢’, d, ¢, f les abscisses respectives de A, B, C.A’,B’, C’, D, E, F dans un repére

orthonormal direct d’origine O.
1) Calculeza’,b’, ¢’ puisd, e, f.
2) a) calculez (e —d)et(f—d)

b) Montrer alors que f —d = e's (e—d) )
¢) Déduisez — en que le triangle DEF est équilatéral.

EXERCICE 28

-5 =
1) On considére dans le plan orienté, un carré ABCD de centre O tel que [OA,OC) = %[22‘1’]
Soit A, B,C,D, un parallélogramme tel que A, B, C, D appartiennent respectivement aux segments

[4.8].[8c]. [CD]. [D4]-
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a) Montrez que les droites (A; D) et (D; Cp) sont les images des droites (By Ci) et (A By) par la
symétrie A de centre O. Montrez que O est le centre du parallélogramme 4, By G D,

ol 3T ) T H -
b) Soit A I'image de la droite (A, By) par la rotation de r de centre O, d’angle + 5 Etablissez que C

est commun aux droites (B C)) et (A). -

2) Soit Ay, By, Cy, D les points de coordonnées respectives (1,-2). (3, 2), (-1,2) et (-3, -2} dans un
plan orienté rapporté au repére orthonormal direct (D;F;})-

En utilisant la question (1) construisez un carré inscrit dans le parallélogramme 4, B,C,D,

(on donnera les coordonnées des sommets de ce carré).

EXERCICE 29

_ - =
On considére un losange ABCD de centre O de coté x tel que : [AB, ADJ = E[2”]

-
2

1) Calculez les distances AD et AC

2) Soit S la similitude direct de centre C, d’angle % et de rapport —3-1

a) Montrez que S transforme A en B.
b) Montrez que I'image O’ du point O est le milieu de [BC]

3) Onnote D’ I'image de D
a) Montrez que D’ appartient 4 la demi — droite [CA).

-5 -
b) Que vaut ’angle (OD,O' D‘} ?

- -
¢) Déduisez —en I'angle (BC, O'D'J

4) Montrez alors que D’ est le centre du cercle circonscrit au triangle BCD.

EXERCICE 30
On considére dans le plan orienté un triangle OAB rectangle isoc¢le tel que OA = OB = o et

—
(534,08) = -’25[211']. On note [ le milieu du segment [AB].

-2 -
Soit M un point de la droite (OA), k le réel tel que MA =k OA et soit N le point définie par
— -
NB=-kOB.
1) Dans cette question M est différentde A.
) - -
a) Déterminez une mesure en radians de (M_A NB)
b) On considére la rotation r qui transforme A en B et M en N.
Précisez I’angle de cette rotation. Sait £ son centre Montrez que OA QB est un carré,

2) On note J le milieu de [MN]

a) Déterminez I’angle et le rapport de la similitude s de centre 2 qui transforme M en J.
b) Déterminez I’ensemble (E) des points J lorsque M décrit la droite (OA). Représentez (E)
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EXERCICE 31
Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (o; i, 'Tz') _On note s la similitude directe de

détermination complexe z'= (I—ZJ): ;

1) Déterminez les éléments caractéristiques de s.
2) Soit (An) la suite de points définie par :

A, a pour affixe 1

pour tout n20, A, =s(A,)
a) Déterminez les affixes z et z; de A et A,

-

b E Zpel ~ Zn 4 2 . £ 1
) En calculant 217 déterminez la nature du triangle OAAq+, €t déduisez — en une construction

Zpa

géométrique de A, a partir de A, Représentez Ag, Ay, Az,....... ,As

a) Comparez |4,,, AH;“ et [4; AH;H pour tout entier i.
I —

¢) Onnote L, =Y |44, - Calculez Ly en fonction de n puis déterminez limLn .

. n—+o
i=0

EXERCICE 32

1) Le cm est 1'unité de longueur choisie. On fera une figure pour visualiser.
- =

Soit ABC un triangle équilatéral de coté 3, B” milieu de [AC] et un point D tel que : 4 AD+3BC
a) Démontrer que D est le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, -2), (C, 3). En déduire que D .
appartient 4 la médiatrice du segment [4C].

- 2
b) Démontrer que BB' = EBD

¢) Calculer DA” et BD
d) Déterminer ensemble (E) des point M du plan vérifiant la relation : 34M? =2 MB” +3MC? =12
Vérifier que I'isobarycentre G du triangle ABC appartient a 1’ensemble (E). Tracer (E).
2) a)Dans I'espace muni d’un repére (o; T;}’,k) , placer les points : Q(6 ;0 ;0), (0 ;6 :0) S(0 ;0 ;4)
b) Déterminer les coordonnées du barycentre G des points massifs (Q 2);(0:1);(R;3)
- - -\ =
c¢) Déterminer I’ensemble (l") des points M de I’espace tels que : [MO+ 2 MO+ 3 MR] MS=0

Donner une équation cartésienne de (T')
d) Déterminer I’intersection de (E) et du plan d’équation x = 0 dans le repére(o; F;},E) :

EXERCICE 33

Dans un plan P, on considére 3 points non alignés A , B et C. Soit s la réflexion d’axe (AC) qui
transforme B en D et soit /' I’application affine P dansPtelleque f(A)=4; f(B)=C; f(C)=D.
1) On pose g = sof

a) Déterminer I’image par g des points A,B,C et celle du milieu 1de [BC]

b) Etablir que g est une symétrie dont on précisera I’axe (d) et la direction

c¢) Exprimer fen fonction de g et 5. En déduire une construction géométrique de I’image M d’un point
de P par f

* 2) Commient faut — il choisir A, B, C pour que fsoit une isométrie ? Explicitez alors cette isométrie.
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~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1
A, B, Ctrois points non alignes : § = {(A, 2);(3, 3);(C, —5)}
1) Sn’admet pas de barycentre car la somme des coefficients est nulle.
) — —
2) C' barycentre de {(A, 2);(3, 3)} =g 4O %AB

B' barycentre de {(A, 2);(C, - 5)} =5 A_E?' = giz’

J;_E“_3.4_E. i _>| 3—) — - -
=3 AC+CC' =2 4B SAC+5CC =3 AB i k= L
- 5= F s 5 5 — = - - 5 & B Qi s
AB' == AC' AB+BB'=§AC 3AB+3BB'=54C
. J

droite (BB’) et (CC’) sont paralléles.

— —
3) D'aprés la relation AC' = %AB, C'= h(B) o1 h est une I'homothétie de centre A et de rapport %

EXERCICE 2
A et B deux points distincts
- - -
1) aM' A+b M B+2M' M = 0. Le point M’ est unique si et seulement si a+b+2 # 0
: — - -
2) a+b+2=#0: f: PP -MEM telque: aM A+bM'B+2 M ' M =0

e
a f(M)y=M < aMA+bMB=0

o Sia+b=0 alors Mest le barycentre de {(A ,a) ; (B ,b)}
_} '—) = _) _),
o Sia+b=0alorsb=—-a etaMA+bMB=0 & - a(ﬂM—bMBJ:ﬁ_

o Si a=0 alors tous les points sont invariants ¢—a—d fest 'application identigue.
e a0 alors il n'existe pas de points invariant

— -
b) a+b=0 [(A ,a) ; (B,b)} admet un barycentre G : a M' A+ b M' B+2M_'>M =

- = A S - 2 = . -
a M'G+aGA+b M'G+bGB+2 M'G+2GM =0 (a+b+2)M'G+2GM =0

2 or X :
GM [ est donc I'homothélie de centre G et de rapport k = 2

_)
= GM'= . S
a+b+2 a+b+2

b i
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Géométrie
EXERCICE 3

Alasb) ; B(b;0) ; C(0 ya) ; aetbdeuxréels :

1) G isobarycentre de A, B, C donc les coordonnées de G sont & X=Ydou

X =eh
y=bu
{‘ensemble des points G est la droite d'équation ¥ = X.

2) b=2a (afixe) MA? + MB? + MC? =10a>. |
Soit M(;] MA? =(x—a)’ +(p—b)" ; MB=(x=b)"+y' : (y-a)’ +x* = MC*

MA + MB? + MC? =10a® & 3x?+3y% —2(a+b)x—2(a+b)y+2a* +26% =104

b=2a done 3x +3y? —6ax—6ay =0 & x*+y’ -2ax-2ay=0 & (x_“)z "‘(J“'_'f“)2 =24’ qui

est I'équation du cercle de centre r(a ,a) et derayon r = av2.

EXERCICE 4

E espace affine de dimension 3 ; A, B, C trois points de E.

— |2 - |2
MA| +3 MC‘
1) La somme des coefficients est 3 (non nulle) donc le barycentre G existe.
— — - _
Par définition :2GA+3GB-2GC =0
2) On sait que f(M)=Y. aiMG® + f(G) donc f(M)= 3MG? +2GA* +3GB? =2GC? : il suffit de
poser k =2GA? +3GB* -2GC?
3) f(M)=4 & 3MG'+k=4 & IMG? =4-k

e Sik=4 alors M=G
o Si k>4 alors 4—k <0 et dans ce cas M n’existe pas

e Sik<4 alors MG* = 4—;—£ < MG= igﬁ . L'ensemble des points M est le cercle de

- |2
fE->R: M—2 MB“ -2

centre G et rayon r =45~
EXERCICE §

(0.7 J) repére orthonormé : A(2:4) ; B(1;0) ; C(6;0)
)
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—

C

o B
2) L'orthocentre est le point d’intersection des hauteurs. La hauteur (AH) a pour équation x =2 :

_ - -
Soit H(x, y), la hauteur (CH) est définie par CH.AB=0
- =
CHAB=0 & —(x-6)-4y=0 & -x-4y+6=0.Puisque x=2alors y=1: HZ.D)
Les coordonnées du b d ; ={(4,1):(B,2);(C,?3 !X 2 d ol
onnées du barycentre du systéme S—{( ,l),( 5 5),( ,g)} son - ot
H(2 ,1) est le barycentre de S.

B) SMA® +12MB? + 3MC? =140 & MA® +12 MB* +3 MC* =28. H étant le barycenire de §

alors I'équation est équivalente & 4 MH™ + HA? + 2 HB* +31HC® =28

=10 2 e =1 2 g 2

Hf“(s) s HAZ =9 ; HB[_I) — HB* =2 ; HC[_J — HA? =17

AMH? +9+24+8=28 o AMH? =4 ¢ MH?* =1, L’ensemble des points M est le cercle de

centre Het de rayon r =1.

EXERCICE 6
1) Dans C 1'ensemble des solutions de z* =(2+31’)4 est S={2:;3E, —2_M— 3, -—3; 2i, 3;21‘}
2) zp=3; % =2=i;z="l-1:

9 A(g) ; B(E]J : C{j) les coordonnées du barycentre G de{(4.1),(B,1), (B, 1)} sont

X ==2,

-2 6(2)
b MB®+ Mct-MA =1 & (x-2)° #y+1)7 +(x+1)° #y+ )P —(x=3) 4y =1
o I ayiriedy=d & Feteixepy=l o (o34l =¢ =
I'ensemble des poinis M est le cercle de cenire (-2, -1) et derayon r = [
o f(A)=4; [(B)=5"; fQ)=c

o Si f=Hh(r,—2) alors (ﬁ;ﬁ):(ﬁ;ﬁ)

o . Si festla symétrie orthogonal d'axe D alors (ﬁ : A_*CT) & _(E . I‘)
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EXERCICE 33

Dans un plan P, A, B et C sont trois point alignés S est la réflexion d'axe (AC) qui transforme Ben Df
est 'application affine telle que :

fia) =4, fiB) =Cetf{C)=D

1) Onpose g = Sof ,

a) Détermination de I'image par g des points A, B, C et du milieu I de [BC] :

£ N
Ala Ala
B|C c|c
cls BID

g(A) = Sof(d) = S(A) =A

g(C) = Sof(C) = 5(D) =B

&(B) = Sof(B) = S(C) =C

g est une application affine composée de deux applications affines. L 'image du milieu I de [ BC ] est le
milieu de [g(B), 8(C)| = [CB] d'oit g() =1

b) Etablissons que g est une syméirie .

(4, B, C) est une repére du plan

gog(4) = g(4) =4

gog(B) = g(C) = B

gog(C) =g(B) =C
g est involutive par suite g est une symétrie.

A et ] sont invariants par g = (AI ) est invariante par g. B n'est pas invariant d'oit I'ensemble. de

points invariants est la droite 4D
L 'axe de la symétrie g est la droite (A])
g(B) = C d’ou la direction de la symétrie g est celle de la droite (BC)
o) g=Sof = Sog=_So(Sof)= f =Sog car SoS = Idp
Cansiruction de !'image M’ d'un point M par 2
Posons M; = g(M) on a donc f{M) = Sog(M} = S(M) =M’
D'oit le programme de construction :
- Construire I 'image M; de M par la symélrie g.
. Construire | 'image de M; par la réflexion S qui n ‘est autre que le point M.
2) fi) =A', f(B)=C

fisométrie alors AB = AC
D’oir il faut choisir le triangle ABC isocéle de sommet principal A pour que fsoit une isométrie. Si ABC

est isocéle g est la réflexion d'axe (Al) fest donc la composée de deux réflexions d’axe sécants en A est
rotation de centre A et d’angle
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