UNIDAD XXIV
INTEGRAL



Introduccién

Esta ultima unidad esta dedicada al estudio del proceso de la integracién de una
funcién, definiéndola como la operacion, que al ser efectuada invierte el proceso
llevado a cabo en la derivacién. Una coleccion de ejemplos adecuados permite al
alumno iniciarse en la obtencion de la integral de funciones.

Por medio de algunas aplicaciones simples de la integral se logra que el alumno
comprenda la diferencia entre integral indefinida e integral definida.

Por ultimo, es necesario hacer notar que el material aqui presentado fue objeto
de una seleccién minuciosa, a fin de que el estudiante pueda adquirir una formacion
adecuada, que le permita abordar futuros estudios profesionales.
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Objetivos Generales

Al terminar de estudiar esta unidad, el alumno:

. Explicara el proceso de integracién de una funcién como la operacion que al

efectuarse invierte el proceso de derivacion.

Establecera la diferencia entre integral indefinida e integral definida.

Resolvera integrales de funciones de una sola variable independiente, aplicando
diferentes teoremas de integracion.

Empleara el concepto de integral en la soluciéon de problemas de movimiento
rectilineo de un mévil.

Utilizara la integracion de funciones en diferentes aplicaciones geométricas
(Determinacion de ecuaciones de curvas y calculo de 4reas).
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Glosario

Integracion: Toda funcién cuya derivada es f es una integral de f. El proceso para
hallar tal funcion se llama integracion.

Constante de integracion: Constante arbitraria que resulta del hecho de que si dos
funciones tienen la misma derivada para todos !os valores de x, con a € x < b,
entonces ellas difieren en una constante.

Integral indefinida: Funcién cuya derivada es f y C es una constante arbitraria se
acostumbra escribir como:

Jf(x)dx = F(x) + C

Condiciones HICBIBS Componentes de un par ordenado necesarias para obtener 'in
valor particular de la constante de integracion.

Movimiento rectilineo: Cambio de posicién de un cuerpo con respecto a un punto
elegido como origen, sobre una linea recta, en el transcurso del tiempo.

Limites de integracion: Cantidades ay b que corresponden al limite inferior y al li-
mite superior en el intervalo del eje x desde x = a hasta x = b, llamado inter-
valo de integracion.

Area bajo una curva: Si la funcién f es positiva y continua, en el intervaloa < x< b
el arealimitada por y =f (x), eleje x ylasrectas verticales x = a y x =b esta
dada por:

S.f(x) dx = F (b) — F(a)
donde F' = f
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Médulo 13

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Al terminar de estudiar este médulo, el alumno:

Justificara la existencia de la constante de integracion en una integral indefinida.
Determinar4 la integral de una funcién potencial.

Determinara la integral del reciproco de una funcion.

Determinara la integral de la funcién exponencial.

Determinara las integrales de funciones simples dadas, aplicando los teoremas
sobre integracion.

Comprobaré la integral de una funcién dada por medio de la derivacion.

ESQUEMA RESUMEN

FUNCION | DERIVADA DE ' FUNCION f (x)
F(x)+C F(x)+C J
INTEGRAL DE
f(x) B
TEOREMAS | DETERMINACION
SOBRE e DE
INTEGRALES INTEGRALES
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es el proceso
inverso a la
derivacién

Para la integral
emplearemos
el simbolo [
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13.1Integracion

En este curso se ha dado una breve descripcion de la deriva-
cién de una funcién; vamos a considerar la integracién de una
funcion, como la operacién que al efectuarse invierte el proceso
llevado a cabo en la derivacién. Esto significa que si f’ es la de-
rivada de una funcién, integrar f’ nos lleva a determinar f. Si
f(x) = x* y queremos encontrar f(x). podemos lograrlo si
recordamos la derivada de x" y procedemos a la inversa;

una respuesta seria 1T x® porque
1

D[B

x®) = x*, pero es facil notar que {~t1-3-—x‘ + C) donde

C es una constante real, tiene la misma derivada que % xe,

como C se puede sustituir por cualquier numero real entonces
existe un sinnumero de funciones cuya derivada es x*.

De lo anterior podemos concluir que x° tiene innumera-
bles integrales.

Definicion:

El proceso para determinar una funcion f que tenga
una derivada f’ conocida se llama integracion.

Para indicar que se debe efectuar una integracién, nos vale-
mos de un signo o simbolo que asemeja a una S alargada [ ylo
introducimos asi:

Si Dy = f(x)entonces y = [ f(x) dx

en donde es obvio que y es una integral de f(x); el factor dx
para nosotros, indica la variable Unica que deba aparecer a
la derecha del signo integral para poder efectuar el proceso,
a la que nos referiremos como variable independiente o varia-
ble de integracién, mientras que a la expresién representada
por f(x) se le llama el integrando.



Después de lo que se ha visto en el parrafo anterior conclui-
mos que:

Jf(x)dx = F(x)+C
donde F es cualquier funcién que tiene por derivada a f, C

puede ser cualquier constante.

Estas integrales que contienen una constante no determinada,
son conocidas como integrales indefinidas.

Al inicio del tema, bosquejamos el proceso para determinar la
integral de una funcion potencial; justifiquemos ahora dicho pro-
ceso

Teorema:
Paratodo nER excepto n = —1
x dx = +c

n+1

Llevar a cabo el proceso, consistira en a) agregar una unidad
al exponente n, b) multiplicar por el reciproco (dividir) del nue-

vo exponente (n + 1)y finaimente c) agregar la constante c ala

que llamaremos constante de integracion.

Demostracion:
x.-i-l x«*l
D [( )+ c] = D( )+ D¢ Derivada de una suma
n+ 1 n+
=D xrdbDe —— w1 g
n+1 b b
LI T T De f(x) = ¢ Df(x)
n+1

gt -(n+1) x»+ 0  Derivando
n+1

= X"

Integral
indefinida

Justifiquemos
el proceso de
integracion
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La pregunta obvia es ¢qué sucede cuando n = —1 en la ex-
presion [ x= dx?

1 :
Sin=—1 [x"'dx=] = dx, el problema es determinar

1
alguna funcién que tenga por derivada a —— Y como

1 il
D logg x = —— entonces loge x = [ —— dx por lo que
X X
Jx= dx=logg x + C
En el caso de la funciéon exponencial e*

De = e porloque & = [ e dx, si Dy = f(x),
y = [ f(x) dx

y f[eds=e +c

En el caso de las funciones circulares tenemos:
Si D senx = cosx, luegosenx = [ cos x dx
Dy = f(x)=y = [ f(x)dx
luego [cosx dx = senx + c
De igual manera
D cos x = —sen x, luego —cos X = [ sen dx por lo que
[ senxdx = —cosx + c
Dos teoremas cuya aplicacion simplifica el proceso que esta
aprendiendo y que seran empleados posteriormente, se presen-
tan a continuacién.
Teorema:

Si la integral de una funcion f existe, dicho de otra manera si
| f (x) dx existe, entonces

J kf(x) dx = k[ f(x) dx



El teorema nos expresa que si el integrando tiene un factor
constante, este factor puede quitarse del integrando y escribir-
se alaizquierda del signo integral [

FIxdx =T [x o

50+ 3)dx = 5[ (x* + 3) dx

Teorema:

Si las integrales de las funciones f y g exrsten esto es, si
[ f(x)dx y [g (x)dx existen entonces:

Jlfx)+gm)] dx = [f(x)ax + [ g (x) dx.

El teorema nos expresa que la integral de una suma es igual
a la suma de las integrales de los sumandos.

J(x*+5x—3) dx = [ x*dx + [ 5xdx— [ 3dx =
=[x*dx+ 5 [ xdx—3 [dx
Teorema:

SiD(x+c)=dx,luego [dx =x + ¢c

Ejemplo 1
Encuentre la integral [ (3x*— 4x + % ) dx
Solucién:

2 2
J(Bx*—4x+ ——)dx = [ 3x*dx + [ —4xdx + [ — dx
¥ X

=3[ xdx—4[ xdx + 2 [ x-'dx

X x?*
‘——.3—-—— —_—
5 4 5 + 2loge x + ¢

6
- —2x*+ 2logex +c
2

La constante ¢ representaalasumade ¢, + ¢, + ¢s que son
las constantes de integracién de los tres sumandos del inte-
grando original.

Integral de
la suma de
funciones

237



@%} Ciemplo 2
S

Determine la integral [ (3x — 4)* dx

Solucion:

J (Bx—4)* dx = [ (9x* — 24x + 16) dx
= [9x* dx— [ 24xdx + [ 16dx
=9 [x* dx—24 [x dx + 16 [dx

_ =3x"—12x*+ 16x + ¢
=
é%ﬁj} Ejemplo 3
2x—3

Determine la integral f —dx
xl

Solucién:

J‘__EE;_SGX = [ (2x—3) x* dx
= [ (2x'—3x?) dx
= [ 2x ' dx—[3x? dx
=2 [x'dx—3[x? dx

= 2 Jogex + 3x' + ¢

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Determine cada una de las siguientes integrales indefinidas. La comprobacion
de cada resultado la efectuara derivando dicho resultado.

1. (X + 2)dx
2. [(x*—3x*+ x) dx

5

3. J(xT+

x?) dx
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10.

15

12.

13.

14.

15.

16.

1

18.

19.

20.

J

2x*—3x* + 2x
—_—— dx

X-Z

Sl——2p dx

[ (2x— 3)* dx

S
)

J

[ (cos? R

s
J

S

S

J

J

b ¢

(x—2)* dx
dx

CSC X

dx
sec x

2
(x*+1)dx

(x +VX) dx

X
sen* ——) dx
> )

x*+5x+6
— dx

\/ X
dx
2x
3 " dx

eJx

e dx

[ (x + 1) (x—2) dx

NOTA: cos2aZ= cos’a — sen‘a

Recuerde que la integral de un producto NO es el producto de las integrales

de los factores.

| sen x cot x dx

i
-

cos x tg x dx

dx

vV 1 +1ig7x
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Médulo 14

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este modulo, el alumno:

1. Explicard por qué el proceso de integraciobn conduce a una expresién cuya

derivada es el integrando.
2. Determinara la integral de una funcién compuesta dada, en la cual el inte-
grando consta de dos factores, uno de ellos en la forma potencial y el otro es la

derivada de la base.

FUNCION
h(x)

ESQUEMA RESUMEN

\-

FUNCION
g(x)

e

FUNCIONES
COMPUESTAS
h (g(x))
g (h(x))

TEOREMAS
SOBRE
INTEGRALES

INTEGRAL
DE UNA
FUNCION
COMPUESTA
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Integral de
una funcién
potencial

U
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14.1 Integrales de funciones compuestas
Sea h una funcidn compuesta definida por h(x)= f(g(x)).'
si Dh(x)=f'(g(x)) g’(x) entonces h(x)= [ f'(g(x)) g’(x) dx

Este enunciado es una generalizacién del expresado en la
leccién anterior.

Si Dy = f(x) entonces y = [f(x) dx

El proceso de integracién nos conduce a una expresion cuya
derivada es el integrando.

Consideremos inicialmente el caso en el que la funcién com-
puesta es una funcién potencial.

Teorema:

Si n# —1 entonces

o 1 n+l
f f(x) dx= —— f +C
JTt]™ Fix) ax e (0]

Demostracion:

La demostracién se logra derivando el miembro derecho de la
igualdad.

Observe que el integrando consta de dos factores; el primero
[f(x)]". es una potencia, el segundo (f'(x)), es la derivada de la

- base; dx nos sigue indicando la variable de integracién x.

Cuando el integrando tiene esta caracteristica, es decir, cuan-
do el integrando consta de dos factores y uno de ellos es la deri-
vada de la base del ofro factor, estando este Ultimo factor expre-
sado como una potencia, se dice que el integrando estd com-
pleto y es entonces cuando se lleva a cabo la operacion.

Ejemplo 1

Determine laintegral { V" x’—9 2x dx



Solucién:
El integrando consta de los factores / X*—9 y 2x; VX'—9
se pasa a la forma exponencial y queda
J {x’—‘él)lT 2x dx en donde
[f0]” = fX‘—95‘1; f)=x*—9;y fix) =2

s 3
porloque J[x*— 9] 2xdx = % (*— 9 + C

Ejemplo 2 @

Integrar [ (x*-4x+3)° (x—2) dx
Solucién:
Sihacemos f(x)=x*—4x+3,

f(x) = 2x—4 = 2(x—2)

Obviamente el integrando no esta completo; pero silo multipli-
2 i
camos por & se elimina la dificultad.

[ O—4x+3) 2(x—2) o

J (*—4x + 3)® (x—2)dx >

Dado que una constante puede “salir” a la izquierda del signo
integral, quitamos del integrando al 2 denominador y queda

! ! (x*—4x+3)*+C

1
A, 2 3 - e SRR et S
2[ (x*—4x+3) 2(x—2) dx 5 2

~ finaimente

[ (—ax+3) (x—2) dx= ;— (—4x+3)* + C
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De la misma forma que en los casos anteriores

como
B r
D logg f(x)= L entonces | () dx= loggf(x) + C
X f(x)
Ejemplo 3
1
Integrar [ e dx
Solucién:

Si hacemos f(x)= 1 + x entonces f'(x)= 1, por lo que

f'(x)
d de laforma | ——d
x es de lafo If(x) X

1
J"l-i-x

1

entonces
J 1+x

dx =logg(1 +x)+ C

Ejemplo 4

COS X
dx = [ cotx dx
sen x

Integrar [

Solucion:

si hacemos f(x) = sen x, resulta f'(x)= cos x

Cos x
sen x

entonces [ dx=logg senx + C
Ejemplo 5

2
Integrar [ ——— dx
- f1 2x

Solucién:
2 e
J dx= —[ - £ dx

1—2x 1—2x

= —logg (1 — 2x) + C



También como

De*® = g'(x)e** tenemos que [e** g'(x) dx= e** + C

Ejemplo 6
Determinar | e** 2x dx

Solucioén:

haciendo g(x)= x* resulta g’(x)= 2x entonces [ e* 2x dx
es de la forma [ e ¢* g’(x) dx, luego fe* 2x dx= e* + C

Ejemplo 7
Detérminar Jexdx
Solucién:
[ e dx=—fe* (—1) dx
Je*dx=—e*+C
Dado que
D sen g(x)= g’(x) cos g(x), entonces
[ cosg(x)- g'(x)dx=seng(x) + C
ycomo D cos g(x)=—sen g(x) g’'(x), tenemos que
J seng(x) - g’(x) dx=—cos g(x) + ¢
Ejemplo 8
Determinar [ sen4x 4 dx

Solucion:

haciendo g(x)= 4x resulta g'(x)= 4, por lo que el integrando
esta completo y entonces

J sendx-4dx=—cos 4x + C
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Ejemplo 9
Determinar [ cos 3x* - x dx
Solucion:
Sigx) = 3%, g'x) = Sx} para completar el integrando es nece-

sario multiplicar por (%— - B).

 cos 3x* - xdx= —;- | cos 3x* - 6x dx

1
—sen3x*+C
6

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Determine las siguientes integrales:
1. [ (*—=3)? 3x* dx
2. [ (x*=3)* x* dx
3. [ xyx*=3dx

1
4. f1__x

dx

bl dx

4—x?
5L e =
6. [x *(x¥*—a?)? dx
7. f (0¢—10x)" (x—5) dx
8. [ senxcosxdx
9. [ cos®xsen xdx
10. [ tg*xsec xdx
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

[ sen 5x dx
J cos 3xdx

3
J 3x—1

dx

sec’x

tg X dx

S

S~ oge ¢ dx

J(e=+e%)?dx
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Médulo 15

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Al terminar de estudiar este médulo , el alumno:

Obtendra el valor de la constante de integracion de una funcion, a partir de
las condiciones iniciales.

Determinara completamente una integral a partir de las componentes de un par
ordenado (condiciones iniciales).

Definira el concepto de aceleracién en un movimiento rectilineo.

Resolvera problemas sobre el movimiento rectilineo de un cuerpo, empleando
el concepto de integral. '

ESQUEMA RESUMEN
INTEGRAL CONDICIONES
DE LA FUNCION -~ INICIALES
y= f(x)

\
OBTENCION DE
LA CONSTANTE

DE INTEGRACION

APLICACIONES

| | smpLesoE

LA INTEGRAL

l

MOVIMIENTO
RECTILINEO
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constante de
integracién

S
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15.1 Aplicaciones simples de la integral

Hemos mostrado que el proceso de integracion como lo
conocemos conduce a la obtencién de una constante indefinida
que se ha representado por C, si queremos determinar comple-
tamente la integral, debemos obtener un valor particular de C;
para lograrlo debemos conocer un par ordenado de la funcion
obtenida. Las componentes de dicho par ordenado se conocen
como condiciones iniciales.

Ejemplo 1.

Determine la funcion cuya derivada es x>, de tal forma que
cuando x= 2, f(x) = 5.

Solucion:

Sabemos que Df(x)= x*, entonces f(x)= [ x* dx
x*

Para x= 2,y f(x)= 5. sustituyendo estos
valores tenemos:

-t
e A

1=0C

Sustituyendo el valor de C en la integral resulta,
: 1
f(x) = —x* + 1-
4
Ejemplo 2.
Encontrar la ecuacién de la curva cuya pendiente en cada punto
es igual a dos veces la abscisa x, ademas, que la curva pase
por el punto (1, 3).

Solucién:

La pendiente de la curva es Dy, como es igual a dos veces
la abscisa de cada punto, tenemos que:

Dy= 2x



Por lo que
y=J 2xdx
y=x*+0C

Sustituyendo las coordenadas del punto (1, 3) tenemos

3=1*+C

2=C

y=x+2
Ejemplo 3.

Determine la ecuacion de una curva en la que para cada punto
y" = 6x—2 y pasa por el punto (2, 1) con una inclinacién de
135°.

Solucién:
Si y”=6x—2 entonces y’' = [ (6x—2) dx
y' = 3x*—2x+C,
'y’ es la pendiente de la curva; ésta a su vez es la pendiente

de la recta tangente a la curva en cada punto; la pendiente de
la tangente en el punto (2, 1) esm = y’ = tg 135" = -1,

entonces si x = 2, y’ = — 1. Sustituyendo estos valores en

Y’ =3x* —2x+C, tenemos
—1=12 — 4 + C, de donde
C, = —9, entonces

y' = 3x*—2x—9

ahora, si y’ = 3x' — 2x — 9 entonces y = [ (3x* — 2x — 9) dx
por lo que

y = X*—x*—9x+C,
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El movimiento se
puede
representar por
una ecuacién

Aceleracién

La derivada de la
velocidad con
respecto al
tiempo, es...
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La curva pasa por (2, 1) entonces si x= 2, y= 1, sustitu-
yendo estos valores en la ultima ecuacion queda:

1=8—4—18+C,

I

C.=15 finalmente

y = x*—x>-9x + 15

15.2 Movimiento rectilineo

Ha aprendido que cuando un movil se desplaza sobre una recta,
el movimiento queda descrito por una ecuacién de la forma
S= f(t) donde S representa la separacion entre el movil y el punto
0 elegido como origen en el instante de tiempo indicado por t.
También se mostré que la velocidad en un instante determinado
se obtiene derivando S= f(t), es decir v= f'(t), o bien D,S*= v.

Como Ds= v entonces s= [ vdt. Para efectuar el proceso
indicado por [, es necesario que el integrando x sea expresado
en términos de t como lo indica el factor dt; esto se entiende
dado que tanto el desplazamiento s como la velocidad v
dependen del tiempo t . Podemos concretar diciendo que t es la
variable independiente, o bien la variable de integracion.

Definicion:

En el movimiento rectilineo, la aceleracion a de un movil i
en un instante dado es la razén de cambio de su velocidad !
con respecto al tiempo.

Como /a razén de cambio de la velocidad con respecto al tiempo
es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo, entonces:

Dv** =a implica v = [adt

En adt, el factor dt sigue indicando que t es la variable de
integracion, el integrando a, cuando es variable debe expre-

* EnD,s, el subindice t significa que { es la variable independiente.
* * EnD, Vel subindice t significa que t es la variable independiente.



sarse en términos de t; si a (aceleracién) es constante, o sea
que el movimiento es uniformemente acelerado, no existe
problema para integrar.

Ejemplo 1.

Describir el movimiento de un cuerpo bajo la accién de
la gravedad. -

Solucion:

Consideraremos como origen el punto del suelo en el que pegara
el cuerpo. (Ver Figura 1).

CJ)T T Q Posicién inicial S,con V,

So

I
(P Sentido de med icién positiva
|
|
|
I
1F

S L

I
I
|
|
1
I
& s

0y posicion final S=0 con V;,
Figura 1

Y hacia arriba el sentido positivo de medicion; en este caso la

aceleracion es constante, a = —9.8 — Elsignonegativo significa
seg

que ‘el sentido” de la gravedad es opuesto al que hemos esco-
gido como positivo, y también que la velocidad es una funcién
decreciente.

-

@D,V =a
@ v = [ adt
@ v =at + C,

Para determinar C, recurrimos a las condiciones iniciales
que aqui son las que imperan cuando t=0; en este instante en
que se inicia el movimiento, la velocidad del cuerpo es su velo-
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cidad inicial que se representa por v, entonces si t=o0, v=V,
sustituyendo en 3 tenemos.

@ v, = C, que sustituidaen(®) da
(6 v=at+v,
S = [ vdt sustituyendo (5) en (8) resulta
@) s=f(at+v)at
S-—;—at‘+vot+C,
Si t=0, S=3§,, sustituyendo en
S, = C, que sustituida en(8)resulta

i
S=af +yt+S,

Considere el mismo problema con el origen en el punto en
donde se inicia el movimiento. ¢(Cuéles son las ecuaciones que
describen el movimiento?

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Determine en cada caso la ecuacién de la curva que tiene en cada punto la
pendiente dada y pasa por el punto indicado.

1. y=v¥  (1,2)
S iy i - O#
3. Dy=3x (0, 2)
4. Dy=3x—2 @, 1)
5. Dy= \/E’—xﬂ‘ ©,2)
6. Dy= % (0,6)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Vv X

.Dy=¢ (0, 2)

En cada punto de una curva D’y = —2, determine la ecuacion de dicha
curva si pasa por (—3, —2) y su pendiente en ese punto es 1.

Encuentre la ecuacién de una curva que pasa por (—2, 1); su pendiente
8

en ese punto, es —1, ademas para cada punto de la curva D’y =

En cada punto de una curva D?* y= 3x. Ademas la curva es tangente a la recta
2x + 3y + 3= O enel punto (0, —1). Encuentre la ecuacién de la curva.

Determine la ecuacion de la curva para la cual D* y= 10 \/ x pasa por el
punto (4, 0) con una inclinacion de 45°.

Usando el proceso visto en los ejemplos, resuelva los siguientes problemas.

Un objeto cae desde una altura de 490 m. a) ¢cuanto tiempo tarda en caer al
suelo? b) ¢con qué velocidad pega contra el suelo?

Un objeto que es soltado desde una altura h tarda 8 segundos en llegar al suelo.
¢De qué altura fue soltado y con qué velocidad llega al suelo?

Un cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba desde el suelo con una velo-
cidad inicial de 49 m/seg. (V, = 49 f.é‘" (En qué instante alcanza su altura
maxima y cudl es dicha altura?

Un objeto es lanzado verticalmente hacia arriba desde un punto a 343 m. del

suelo con una velocidad inicial de 719.6 Ts% a) ¢cudl es la altura maxima
(respecto del suelo)?, b) ¢Cuanto tiempo tarda en alcanzar la altura méxi-

ma? ¢) (Cuénto tiempo, desde que se inicia el movimiento, tarda en llegar al
suelo?

Si enel problema 13, el objeto es arrojado hacia abajo con una velocidad inicial
de 102.9 m/seg, (cuanto tiempo tarda en llegar al suelo y con qué velocidad
lo hate?
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Un punto se mueve sobre una recta con velocidad v = 3t — 5;si S =6
cuando t= 4seg, scuanto vale S sit= 2 seg?

Un punto que se desplaza sobre una recta con aceleracion a = 3t—3,
cuando t = 1seg, S = 6m y cuando t=2 seg , S= 10 m, ¢(cudl es la
velocidad del punto cuando t = 4s6g?



Médulo 16

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este médulo, el alumno:

1. Explicara el concepto de integral definida.
2. Calculara el éarea limitada por una curva, el eje X y dos rectas verticales,
aplicando el concepto de integral definida.

3. Explicara la interpretacion del signo negativo en la determinacién de areas.
4. Determinara el area comprendida entre dos curvas de ecuaciones dadas.
ESQUEMA RESUMEN

AREA
BAJO
UNA CURVA
INTEGRAL
DE UNA INTEGRAL
FUNCION DEFINIDA
AREA
ENTRE
DOS CURVAS
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Uno de los
objetivos es el
célculo de édreas

La funcién
deberé ser
continua

El 4rea es una
funcién de x

Observemos
atentamente las
figuras
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16.1 Area bajo una curva

Una de las principales aplicaciones de la integracion es deter-
minar o calcular areas; el objetivo de este modulo es mostrarie
como encontrarlas y comenzaremos por considerar el area limi-
tada por una curva, el eje X y dos rectas verticales.

Sea y= f(x), la ecuacion de una funcién continua en el interva-
lo a € x € b cuya gréfica aparece en la figura 2. En la misma
figura se muestra también el area comprendida entre la curva
con ecuacion y= f(x) el eje X, la recta con ecuacion x= a y
la recta con ecuacion x= b; supondremos que dicha area es
generada por el desplazamiento horizontal de un segmento de
recta vertical cuya longitud esta dada por f(x), o sea que en
cada posicion el segmento coincide con la ordenada correspon-
diente. Considerada de esta manera, el area depende de x y la
representaremos por A(x), esto es A es una funcion cuyo dominio
estalquea< x< b,

Y
[

y= f(x)

A(x)

i,

X=a x=Db

Figura 2

De la figura 3 podemos notar como a mayor desplazamiento
del segmento generador del area corresponde mayor area. Asi,

en la primera gréfica el desplazamiento es cero por lo que el
area generada es igual a cero; en la segunda y en la tercera
grafica podemos notar que x; > x; y que A(xz) > A(xX;).



y Y Y
y=1fx) | y=1(x) y= f(x)
/L/ v : /\/
Afa) =0 Alx,) A(xa)
| X /A X 2L X
X =a X=a x=x x=a X =X
Figura 3
Mostraremos ahora que A’(x)= f(x) .
Consideremos un valor fijo x,, contenido en a< x< b, y
otro valor variable x contenido en el mismo intervalo tales que
X > x,, entonces A(x) > A(x,) (Ver figura 4).
y
1
— Yy =f(x)
AP )
e
Afx |}
X=a X; X x=b
Figura 4
El area encerrada bajo la curva, sobre el eje X enfre x, y x esta El 4rea bajo la

dada por A (x) — A (x,).Es decir al area a la izquierda del valor
X se le quita el areaalaizquierdade x;.

Debemos aceptar que para toda funcién continua en un inter-
valo a< x< b como es el caso que estamos considerando,
existen dos valores de x para los cuales la funcion adopta un

curva depende
del intervalo
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Observemos el minimo en uno y un maximo en el otro; designemos dichos va-
méximo y el lores por x,, y X, entonces f (x,.) representa el minimo y f (X)

minimo el maximo de la funcién en el intervalo indicado de la figura si -
de la funcién guiente (Ver figura 5).
=
'
/ E
i
/ I D\{\——
fleag)  frix )
e w4
X ; X
i i iy Figura 5
Se ve claramente que f(x.) (x —x,), 4rea del rectangulo BCDG
es menor que A (x) — A (x,) el 4rea bajo la curva desde ‘%, has-
ta x"y esto a su vez menor que f (xy) (x — x,) que es el &rea del
rectangulo BCEF o sea que
f(Xn) (x—x) < A(x)—=A (X)) < f(Xn) (X — X).
Considerando la Sabemos que el sentido de una desigualdad no se altera cuan-

propiedad de las do sus miembros se dividen entre un ndmero positivo y como
desigualdades

— A (x
X—x, > 0, entonces f(x,) <—w~———~(—1) < f(Xm)

X_X|

Como f es continua X, < Xm < X y Xi < Xy < X
Sihacemos que x tiendaa x, tenemos que:

Lim f(x,) = f(x,) y Lim f(xy) = f (%)
X x, XXy

Porlo que, dado que los limites de los extremos son iguales

Lim A(X) — A(x)

= f(x)) a<xy<b
X Tk X —X;
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pero WM = A'(x,) como x; es un valor cualquiera, se tiene que:

X=X, X—X

A'(x) = f(x)

A’(x) = f(x), entonces A(x) = [ f(x)dx.

y si

Sea [ f(x)dx = g(x) + ¢, luego A(x) = g(x) + C, sinues-  Obtengamos el
sroblema es determinar el 4rea bajo la curva desde x = a érea bajo la
hasta x = b es necesario determinar el valor de c; para ello s
recurrimos a las condiciones iniciales que en este caso son:
si x = a entonces A(a) = 0, sustituyendo en A(x) = g(x) + C
resulta

0O = g(a) + C porloque C = — g (a) entonces
A(x) = g(x) — g(a)

Esta igualdad expresa el area bajo la curva y = f(x); sobre el
eje X desde “a hasta x” (Ver figura 6).

¥
:

Figura 6

Si hacemos x = b, tenemos A(b) = g(b) — g(a) que repre-
senta el area bajo la curva sobre el eje X desde x = a hasta
x=Db.

El proceso que acaba de realizarse, es sumamente importante
y se presenta con tal frecuencia en las diversas aplicaciones de
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Integral definida

Limites de
integracién

25,

By %

Determinaci6n
del érea bajo una
curva
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la integracién, que se le asigna un nombre y una notacion espe-
cial.

Si g'(x) = f(x), J: f(x)dx = g(b)—g(a)

es conocida como la integral definida de f, desde a hasta b;
se acostumbra llamar a a el limite inferiory b limite superior de
integracioén. Es costumbre también indicar el proceso asi:

A=[lf(x)dx = g(x)|>=g(b)—g(a)

Ejemplo 1

Determine el érea bajo la curva y = x* desde x = 1, hasta
x =2 (Verfigura 7).

Y
[

/ oof ey e bR ]

Figura 7
Solucion:

El area bajo lacurvaes A(x) = [’ f(x) dx, en donde los limi-
tes de integraciénson x =1 y x = 2,

A= [? x*dx



4 4
s 15
4
Ejemplo 2

¢Cual es el area comprendida entre lacurva y = x* vy el eje x,
desde x=—2 hasta x=—1 ?

Solucién:

-
A=fifgdx=fird=—ty|=L_18__15
s h g Yy 4

Evidentemente no concebimos dreas negativas; la interpre-
tacion que daremos a este resultado es que el 4rea en cuestién
se localiza en una regién en la que f(x)< 0.

Este hecho nos puede llevar a situaciones como la que des-
cribe el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 L
. <
Determine el area comprendida entre la curva y = sen x y el e

eje x desde x= 0 hasta x= 2n (Ver figura 8).

¥

4

A > o
(0,0 (30) i TR

Figura 8 wih
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También
podemos
determinar el
érea entre dos
curvas dadas

Ambas funciones
dseben ser
continuas
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Solucién:
Fi
siA=[1"f(x)dx = [1"senxdx=— cosx|, =1—1=0

Es obvio que el 4area entre la curva y el eje X no es cero. El re-
sultado se interpreta diciendo que el 4rea situada por encima del
eje X es igual al drea localizada por abajo del eje horizontal; para
determinar el area pedida se busca por separado la magnitud del
area encima de Xy el area debajo del eje X, asi

A= [f(x)dx = [Tf(x)dx + j’;"(fx)dx

y se consideran los valores absolutos de ambas integrales

A = [T sen xdx + [; nsen xdx =

= —cos x|; +(—cos x ) |er
= —{—1—=1)+[[=(1——1)]|

2 + |—2|

40

16.2 Area entre dos curvas

Ha aprendido que una de las aplicaciones de la integral consis-
te en consideraria un area. También ha aprendido que si una area
queda representada por un numero negativo, esto no se inter-
preta como una “area negativa’ tal signo indica que el area men-
cionada se localiza bajo el eje X. Veamos ahora el siguiente
enunciado:

Sean dos funciones f y g ambas continuas en el intervalo
a< x<b ytales que f(x) = g(x) en el mismo intervalo. El
drea entre las curvas y = f(x), y = g(x) desde x = a hasta
x=0b es:

= 12(f) —g09) dx = f2 f(x) dx — f2 g(x) dx (Ver figura 9)



b
X A= f‘f(x} dx

b
i L"z= fa g(x) dx

Figura 9 \—Z-,/T
y= gE(x

La primera gréfica ilustra dos posibilidades que se reducen a
una; ambas areas estan del mismo lado del eje X por lo que son
del mismo signo; en este caso el enunciado es evidente puesto
que la primera integral representa el area entre y = f(x) y X, la
segunda integral es el 4rea entre y = g(x) y X, siendo la
diferencia obviamente el area entre las dos curvas.

La segunda grafica ilustra el caso en que las integrales repre-
senten édreas situadas en lados opuestos del eje X, por lo que

una de ellas es un namero positivo ( J ¢ f(x) dx > 0 ) y la otra
queda expresada por medio de un nimero negativo

(s2 g)ax<0)
Entonces, la diferencia [*f(x) dx — [2g(x) dx es en realidad la
suma de las dos areas: A,+A,, con esto se cubren todas las
posibilidades y queda “mostrado” el teorema.

Ejemplo 1

Determine el area comprendida entre las curvas cuyas ecua-
cionesson y =x* y=\ x

Solucién:

Como primer paso encontramos los puntos de interseccion
entre las curvas resolviendo el sistema de ecuaciones.

¢Como
interpretamos un
érea negativa?

}i:? q/
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©) y=x

@ y=vx

El conjunto solucién de dicho sistema es
$={(0,0), (1,1)}

Ahora graficamos las dos ecuaciones en un mismo sistema
coordenado

——

Figura 10

Y sefialamos el area cuyo valor queremos determinar; una pe-
quefa observacion nos permite darnos cuenta de que la curva
con ecuacion y =\/"x estd “arriba” de la curva con ecuacion
y =x* enelintervalo (O< x< 1 ) cuyos extremos son los Ii-
mites de integracién, entonces

A=[i(V X—x*dx

2 1 :
s ol
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= (i_i)_(o_o) = ' porioque
3 3 3
A=t
3

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Determine el érea limitada por la curva cuya ecuacién se da y el eje X entre los

limites dados.

1.

2

10.

11.

12.

13.

14,

-y

y =x* x =0 hasta x=4

vV 2x, x=2 hasta x =8

y

9x —x*, desde x =0 hasta x =3

<
]

y = 8x—x* desde x =4 hasta x =8

y =\ 4—x desde x =0 hasta x=4

.y =\ 25—4x desde x=0 hastax=6

x* desde x=—1 hasta x=2
x*+y* = 1 eneller. cuadrante.

Determine el area comprendida entrelacurva y = 2/ x
ylarecta y = x.

Determine el area entre las curvas cuyas ecuaciones son y =2 — x*, x = y.

Determine el area comprendida entre las curvas cuyas ecuaciones son
Yy =2x—x*, y=—x

Determine el &rea comprendida entre las curvas cuyas ecuaciones son y = x?,
4y = 3x.

Determine el &rea comprendida entre y =\/ 8x, x* = 8y.
Determine el area comprendida entre y = x3, y = 4x
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15. Determine el area comprendida entre la parébola y = 6 + x —x* y larecta que
pasa por los puntos A (—1, 4) B(3, 0).

16. Determine el 4rea comprendida entre las curvas de ecuaciones y = X4+x* — 2x,
y = —x* —x* + 2x.
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Paneles de Verificacion

MODULO 13 - VALIDACION

1. —+2x+c¢
3
x4 2
AL S TR N
4
2 3 3
3. ———x7+ x7+c
3
4 2 x’—3 x’+1 x*+c
7 5 2
5. —x'—4loggx +4x + ¢
6. 3 xX*—6x2+9x+c
o
7. —=—2x*+6x*—8x+c
4
8. —cosx + ¢ .
9. senx + ¢

10. senx + ¢

1. e X e
3

xl

2 3
12. — + —x + ¢
2 3
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14.

15.

16.

7
18.

19.

20.

e

270

5 0 3 1
= i X+ 12 +¢

3 +c
& 4+ c

2
i__{_._._..2x +c

3 2
senx + ¢
—cosx + ¢

senx + ¢

MODULO 14 - VALIDACION

e 3
1
3
,
e =3P A+ C
9

: —1——(:&—3)‘” + t’

3

—ogg (1—x) + C

———log, (4= )+ C

L(xﬂb— aly + C
2



10.

il

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

A w—10xp+cC
16

1
—sen’ x+C

1
-———— o8’ X + C

1—tg~‘x +C
3

1
———cos5x+C
5

1
——sen3x+ C
3

loge (3x — 1) + C

logotgx + C

1
3loggx + -—é—» (loge x)* + C
____._1 4
3 (loge x)* + C

2

log, (6° + 5) + C

£
6

1
e* +C
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MODULO 15 - VALIDACION

3
] = £ x7+4—
3 3
2
2. ym—-—S_(4_xP+
3. y= 2 x4+ 2

4. y=x*—2x—20

5. y=Vx+4

6 y=—2 VFE—x+6-b
a

7. y=2\x

8. y=e+1

9. y=—x*—5x—8

10. y=4x'+3

1
11. y=—x°-—-2—x—-1
2 3.
5
12, y=-8 7 157".M+124
3 3

13. t = 10 seg. V = (10) = 98 m/seg.

14. V = 78.4 m/seg. S(0) =313.6 m.

15. t = 5seg, S = 122.56m

16. a)§,,,=401.8m b)t =2seg c)t, ,=11seg
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17
18. S=—2m
m
19. V=17W
£ 64
3
2. 56
3
3. 81
4
& 128
3
5. 16
]
6. 62
3
7. 15
4
8. m
4
5
9
10. A= —
5 w?

t=4seg V=1421-1__

seg

MODULO 16 - VALIDACION
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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A=
2
w2t g
128
64
w2

=
A=Bop
32
A=_S2 4
2
2



