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Introducción

Esta última unidad está dedicada al estudio del proceso de la integración de una
función, definiéndola como la operación, que al ser efectuada invierte el proceso
llevado a cabo en la derivación. Una colección de ejemplos adecuádos permite al
alumno iniciarse en la obtención de la integral de funciones.

Por medio de algunas aplicaciones simples de la integral se logra que el alumno
comprenda la diferencia entre integral indefinida e integral definida.

Por último, es necesario hacer notar que el material aquf presentado fue objeto
de una selección minuciosa, a fin de que el estudiante pueda adquirir una formación
adecuada, que le permita abordar futuros estudios profesionales.
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Objetivos Generales

Alterminar de estudiar esta unidad, el alumno:

1. Explicaráel proceso de integración de una función como la operación que al
efectuarse invierteel proceso de derivación.

2. Establecerá ladiferenciaen~reintegralindefinidae integraldefinida.
3. Resolverá integrales de funciones de una sola variableindependiente, aplicando

diferentes teoremas de integración.
4. Empleará el concepto de integral.en la solución de problemas de movimiento

rectilJneode un móvil.
5. Utilizarála integración de funciones en diferentes ~plicaciones geométricas

(Determinaciónde ecuaciones de curvas y cálculode áreas).
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Glosario

Integración : Toda función cuya derivada es ( es una integral de (. El proceso para
hallar tal función se llama integración.

Constante de integración: Constante arbitraria que resulta del hecho de que si dos
funciones tienen la misma derivada para todos los valores de x, con a ~ x ~ b,
,entonces ellas difieren en una constante.

Integral indefinida: Funcióncuya derivada es ( y e es una constante arbitrariase
acostumbraescribir como:

J ((x) dx = F (x) + e

J Condiciones iniciales: Componentes de un par ordenado necesarias para obtent3~'.In
valor particular de la constante de integración.

Movimiento rectillneo: Cambio de posición de un cuerpo con respecto a un punto
elegido como origen, sobre unaUnearecta,'en el transcursodel tiempo.

Limites de integración: Cantidades a y b que corresponden al limite inferior y al 11-
mite superior en el intervalo del eje x desde x = a hasta x' = b, llamado inter-
valo de integración.

Area bajo una curva: Si la función ( es positivay continua, en el intervaloa ~ x ~ b
el árealimitadapor y = ((x), el eje x y lasrectas'verticalesx = a y x = b está
dadapor:

h

Ja ((x) dx = F (b) - F(a)
donde F' = (
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Módulo 13

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este módulo, el alumno:

1. Justificará la existencia de la constante de integración én una integral indefinida.
2. Determinarála integralde unafunción potencial. \

3. Determinará la integral del reclproco de una función.
4. Determinará la integral de la función exponencial.
5. Determinará las integrales de funciones simples dadas, aplicando los teoremas

sobre integración.
6. Comprobará la integral de una función dada-por medio de la derivación.

ESQUEMA RESUMEN

DERIVADA DE

F(x)+ C
FUNCION ((x)

INTEGRAL DE

((x)

TEOREMAS
SOBRE

INTEGRALES
I
DETERMINACION

.. DE
INTEGRALES
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La Integración
8S el proceso
Inverso a la
derivación

Para la Integral
emplearemos
el slmbolo J
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13.1lntegraclón

En este curso se ha dado'una breve descriR,Ciónde la deriva-
ción de una función; vamos a considerar la integraciónde una
función.como laoperación que alefectuarse invierteel proceso
llevadoa cabo en la derivación.Esto significaque si t' es la de-
rivada de una función. integrar f' nos lleva a determinar f. Si
('(x) =' x5 y queremos encontrar f(x). podemos lograrlo si
recordamos la derivada de xa y procedemos a la inver~;

1
u~a respuesta seria 6 x6 porque

D (+x6) = x5.pero es fácilnotar que (+ x6 + C) donde

e es una constante real. tiene la misma derivada que --1-x6.
, 6

como C se puede sustituir por cualquier número real entonces
existe un sinnúmerode funciones cuya derivadaes x5.

De lo anterior podemos concluir que x5 tiene innumera-
bles integrales.

Definición:.
El proceso para determinar una función ( que tenga

una derivada f' conocida se llamaintegración.

Para indicarque se debe efectuar una integración. nos vale-
mos de un signo o simboloque asemeja a una S alargada J y lo
introducimosasi:

I Si Dy - f (xlentonces y =~~
en donde es obvio que y es una integral de ((x);,el factor dx
para nosotros. indica la variable única que deba aparecer a
la derecha del signo integral para poder efectuar el proceso.
a la que nos referiremos como va(iable independiente o varia-
ble de integración. mientras que a la expresión representada
por f(x) se le llamael integrando.



Después de lo que se ha visto en el párrafo anterior conclui-
mos que:

J f (x) dx = F (x)+ e

donde F es cualquier función que tiene porderivadaa f. e
puede ser cualquier constante.

Estas integrales que contienen una constante no detenninada,
son conocidas como integrales indefinidas.

Al inicio del tema, bosquejamos el proceso para determinar la
integral de una función potencial; justifiquemos ahora dicho pro-
ceso

Teorema:

Paratodo nER excepto n = -1

)("+1

J)("dx=-+e
n+1

Uevar ~cabo el proceso, consistirá en a) agregar una unidad
al exponente n, b) multiplicar por el reclproco (dividir) del nue-
vo exponente. (n + 1) Y finalmente c) agregar la constante e a la
que llamaremos constante de integración.

Demostración:

Derivada de una suma

1
= D-)("+l + De

n+1
a 1

-'--=-.a
b b

1
= - DrH + De

n + 1
De f(x) = e Df(x)

=~. (n+ 1) r + O. Derivandon+1

=r

Integral
Indefinida

Justifiquemos
el proceso de

Integracl6n
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Lapreguntaobviaes¿quésucedecuandon = -1 enlaex-
presión f X" dx?

Si n = -1' f x -1dx = f..!.. dx, el problema es determinar
x J '1

algunafunción que tenga por derivadaa,- y como
, x

SI el exponente
es -1 o

1 . 1
D loge x = - entonces loge x = f dx por lo quex x

f x -1 dx = loge x + c

En el caso de la función exponencial eX
La Integr~1 de
la función D (Y = (Y por lo que (Y
exponenclal es... y = f f(x) dx

y f (Y dx = (Y + c

= f (Y dx, si Dy = f(x),

En el caso de las funciones circulares tenemos:

También las
funciones
circulares se
Integran

Si D sen x = cosx, luego sen x = feos x dx

Dy = f(x) ==t y = f f (x) dx

luego feos x dx = sen x + c

De igual manera

D cos x = -sen x, luego -cos x= f sen dx por lo que

f senx dx = -cosx + c

Dos teoremas cuya aplicación simplifica el proceso que está
aprendiendoy que serán empleadosposteriormente,se presen-
tan a continuación.

Teorema:

Si la integral de una función f existe, dicho de otra manerasi
f f (x) dx existe, entonces

f ~f(x) dx = kf f(x) 'dx
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El teorema nos expresa que si el integrando tiene un factor
constante, este factor puede quitarse del integrando y escribir-
se a la izquierda del signo integral I

I5 (x2 + 3) dx = 5 I (x2+ 3) dx

Teorema:

Si las integrales de las funciones' y g existen, esto es, si
J ,(x) dx y Jg (x) dx existen entonces:

I [,(x) + g (X)] dx = I '(x) dx + I g (x) dx.

El teorema nos expresa que la integral de una suma es igual
a lasumade las integralesde los sumandas.

I (x2+ 5x - 3) dx = I x2dx+ I 5xdx- I 3dx =
= J x2 dx + 5 J xdx - 3 Jdx

Teorema:

Si O( x + c ) = dx, luegoJdx = x + c

Ejemplo 1

Encuentre la integral J (3x5- 4x + ~ ) dxx
Solución:

I (3x5-4x + ~) dx = I 3x5dx.+ I-4xdx + I ~dxx x

= 3 I x5dx--'4J xdx+ 2..1 x-I dx

Jt> x2
=3--4-+210 ge x+c

62'

La constante e representa a la suma de CJ + C2 + C3 que son
las constantes de integración de los tres sumandos del inte-
grando original.

Integral de
la suma de
funciones
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Ejemplo2

Determine la integral J (3x - 4J' dx

Solución:

J (3x-4)2 dx = J (9x2~24x+ 16) dx

=J 9x2 dx- J 24xdx + J 16dx

= 9 I x2 dx - 24 Jx dx + 16 Jdx

Ejemplo3

J 2x-3
Determinela integral dx

x2

Solución:

f 2x-3 dx =J (2x-3) x-2dx
x2

= J 2x-1dx-J3x-2 dx

= 2 /oge'JC+ 3x-1 + e

REACTIVOS DE AUTOEV ALUACION

Determine cada una de las siguientes integrales indefinidas. La comprobación
de cada resultado la efectuará derivandodicho resultado.

1. J (x2 + 2) dx

2. J (x3-3x2 + x) dx

53..!..
3. J (x-2 + - x 2) dx

2
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2~-3x2 + 2x
4. f dx

x-2

5. f(~-2)2 dx
X

6. f (2x- 3)2 dx

7. f (x-2j3 dx

8 f dxcscx

dx
9. f sac x

x x
10. f (cos2 2 - sen2 2) dx

11. f (x-4 + 1) dx

12. f(x+yx)dx

14. f dx2x

15: f 3 tr dx

aJx
16.f~dxa

1 7. f (x + 1)(x-2) dx

Recuerde que laintegralde un producto NO es el producto de las integrales

de los factores.

1 8. f san x cot x dx

1 9. f cos x tg x dx

dx
20. f V 1 + tglx

1..
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Módulo 14

, OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este módulo, el alumno:

1. Explicará pc;>rqué el proceso de integración conduce a una expresión cuya
derivada es el integran~o.

2. Determinará la integral de una función compuesta dada, en la cual el inte-
grando consta de dos factores, uno de ellos en la forma potencialy el otro es la
derivadade labase.

FUNCION
h(x)

FUNCION
g(x)

TEOREMAS
SOBRE

INTEGRALES

ESQUEMA RESUMEN

FUNCIONES
COMPUESTAS

h (g(x)
g (h(x)

INTEGRAL
DE UNA

FUNCION
COMPUESTA
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, Integralde
una funcl6n
potencial
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14.1 Integrales de funciones compuestas

Sea h una función compuestadefinidapor h(x)= f(g(x));

si Dh(x) = f'(g(x)) {¡,(X)entonces h(x) = J f'(g(x)) g'(x) dx

Este enunciado es una generalización del expresado en la
lección anterior.

Si Dy.= f(x) entonces y = Jf(x) dx

El proceso de integración nos conduce a una expresión cuya
derivadaes el integrando. .

Consideremos inicialmente el caso en el que la función com-
puesta es una función potencial~

Teorema:

Si n:# -1 entonces

I[f(X)]" f'(x) dx= -1- [f(x)]"+1 +en+1

Demostración:

La demostración se logra derivando el miembro derecho de la
igualdad.

Observe Que el integrando consta de dos factores; el primero
[,(x)]", es una potencia, el segundo (f'(x),. es la derivada de la

, base;dx nossigueindicandolavariablede integraciónx.

Cuando el integrando tiene esta caracterfstica, es decir, cuan-
do el integrando consta de dos factores Y uno de ellos es la deri-
vada de la base del otro factor, estando este último factor expre-
sado como una potencia, se dice que el integrando está com-
pleto y es entonces cuando se lleva a cabo la operaci6n.

Ejemplo1

Determinela integral J V x~':'-9 2x dx



Solución:

El Integrando consta de los factores" ~-9 Y 2x; V x~ 9

se pésa a la fonna exponencial y queda
1 .

f (x2-9) T 2x ~x en donde
1

(f(x)]" = (x"- 9 ¡ ; f(x)=.x" - 9; Y f(x) =2x
1 3

porloque f(x1- 9]2 2x dx =~ (x1- 9)2+ e3

Ejemplo2

IntegRU'f (x1-4x+3)3 (x-2) dx

Solución:

Si hacemos f(x)=x2-4x+ 3.

f'(x)= 2x-4 = 2(x-2)
,

Obviamenteel Integrandono está completo;pero si lo multipli-

. 2'

camos por - se eliminala dificultad.2

J (x1-4x + 3)3 (x -2) dx~ f (x1-4x+3)3 2(x-2) dJi2

Dado que una constante puede "salir" a la Izquierda d,el signo
integral, quitamos del integrando al 2 denominador y queda

finalmente

1
J (x2-4x+3) (x-2) dX="8 (x2-4x+3)4+ e

, I
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De la misma forma que en los casos ariteriores

como
r--

f'(x) f'(x)
Dlogef(x)= - 'entonces f~dx= logef(x) + e

f(x) f(x)

Ejemplo3

1
Integrar f 1 + x dx

Solución:

Si hacemos f(x)= 1 + x entonces f'(x)= 1, por lo que'

1 f(~f - dxes de la formaf -f
dx

1 + x (x)

entonces f ~ dx = loge{1 + x) + e1+x '

Ejemplo4

cosx
Integrar f - dx = f cot x dxsenx

Solución:

si hacemos f(x) = san x, resulta ('(x) = cos x

cos j(
entonces J dx = loge san x + esan x

Ejemplo5

2
Integrar f -- dx

1 -2x

Solución:

2 -2
f-dx=-f-dx

1-2x 1 - 2x '

= -Iog a (1 - 2x) + e
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También como

De,(x) = g'(x)e ,(x) tenemos que f e'(X) g'(x) c:Jx=e ,(x) + C

Ejemplo 6

Determinar f ex12x dx

Solución:

haciendo g(x)= Xl result~ g'(x)= 2x entonces f ex12x dx
'es de la forma f e ,(x) g'(x) dx, luego f ex' 2x dx= ex' +. C

Ejemplo 7

Determinar fe-x dx

Solución:

fe-x dx=- fe-x (-1) dx

fe-x dx= -e-x+C

Dadoque

D sen g(x) = g'(x) cos g(x), entonces

J cos g(x) . g'(x) dx= sen g(x) + C

y como Dcos g(x)=-sen g(x) g'(x), tenemos que

f sen g(x) .g'(x) dx=-cos g(x) + c

Ejemplo 8

Determinar f sen 4x 4 dx

Solución:

haciendo g(x)= 4x resulta g'(x)= 4, por lo que el integrando
está completoy entonces

f sen 4x . 4 dx= -cos 4x + C '
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Ejemplo9

Determinar f C08 3x1 .x dx .

Solución:

Si g(x) = 3x1, g'(x)= 6x; para completar el integrando es nece-

sario multiplicar por (~ . 6).

f cOs 3x1 .xdx= 1.. f cos 3x1 . 6x dx6 .

= i.sen3x1 +e6

REACTIVOS DE AUTOEV ALUACION

Determine las siguientes integrales:

" 2. f (x3-3)1x1dx

3. f x V x1 3 dx

1
4. f- 1 dx-x

x
5. f -4 1 dx-x

1 ~ 1

6. f X -3' (x3-a 3)1 dx

7. f (x1-10x)' (x-5) dx

8. f.sen'-xC08xdx

9. f cw xsenxdx

1O. f tg1x sec1x dx
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,

11. rsen 5x dx

12. f cos 3x dx

. 3
13.. f -3 dx

x-1

14. f

15 f 3+Iogex. -dxx
, 1

16. f X (/oge()3dx .

17. f (e-& + e"fl dx

eX
18. f eX+ 5

19. f eale'X dx

1

ex
20. f --¡-dx-x
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Módulo 15

OBJETIVOS ESPECIFICaS

Al terminar de estudiar este módulo, el alumno:

1. Obtendrá el valor de la constante de integración de una función, a partir de
lascondiciones iniciales.

2. Determinarácompletamenteuna integral a partir de las componentes de un par
ordenado (condiciones iniciales).

3. Definiráel concepto de aceleración en un movimientorectilíneo.
4. Resolverá problemassobre el movimientorectillneo de un cuerpo, empleando

el concepto de integral. '

ESQUEMA RESUMEN
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15.1 Aplicaciones simples de la Integral

Hemos mostrado que el proceso de integración como lo
conocemos conduce a laobtención de unaconstante indefinida
que se ha representado por e, si queremos determinarcomple-
tamente la integral, debemos obtener un valor particular de C;
para lograrlo debemos conocer un par ordenado de la función
obtenida. Las componentesde dicho par ordenadose con~en
como condicIonesIniciales.

Ejemplo 1 .

Determine la función cuya derivada es X3, de tal forma que
cuando x= 2, ,(x) = 5.

Solución:

Sabemos que Df(x) = x3, entonces f(x) = f x3 dx

.~
f(x)=- + C4

Para x= 2, y f(x)= 5. sustituyendo estos
valorestenemos:

24
5=-+C

4

1=C

Sustituyendo el valorde C en la integral resulta,
1

f(x) = -~ + 1-
4

Ejemplo 2.

Encontrarla ecuación de la curva cuya pendiente en cada punto
es igual a dos veces la abscisa x, además, que la curva pase
por el punto (1 , 3).

Solución:

La pendiente de la curva es Dy, como es igual a dos veces
laabscisade cada punto, tenemos que:

Dy= 2x

. /



Porloque

y= f 2xdx

Sustituyendo las coordenadas del punto (1, 3) tenemos

Ejemplo3.

2=C

Determine la ecuación de una curva-en la que para qada punto
y" = 6x-2 y pasa por el punto(2, 1) con una inclinaciónde
1350. .

Solución:

Si y"= 6x-2 entonces y' = I (6x-2) dx

y' es la pendiente dé la curva; ésta a su vez es la pendiente
de la recta tangente a la curva en cada punto; la pendiente de
la tangente en el punto (2, 1) es m = y' = tg 1350 = -1,
entoncessix = 2, y' = - 1. Sustituyendoestos valoresen

y'= 3xz ..:..2x+ CI tenemos

-1 = 12 - 4 + CI de donde

CI = ~9, entonces

ahora,si y' = 3x1- 2x - 9 entonces y = f (3x1- 2x - 9) dx
porloque
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El movimiento se
puede
representar por
una ecuación

Aceleración

La derivada de la
velocidad con
respecto al
tiempo, es...
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La curva pasa por (2, 1) entonces si x= 2, y= 1, sustitu-
yendo estos valores en la últimaecuación queda:

1 = 8 - 4 - 18 + C2

finalmente

15.2 Movimientorectilíneo

Ha aprendido que cuando un móvilse desplaza sobre una recta,
el movimiento queda descrito por una ecuación de la forma
S= f(t) donde S representa la separación entre el móvily el punto
O elegido como origen en el instante de tiempo indicado por t.
Tambiénse mostró que lavelocidad en un instante determinado
se obtiene derivandoS= f(t), es decir v= f'(t), o bien qS*= v.

Como Os= v entonces s= f vdt. Para efectuar el proceso
indicado por f, es necesario que el integrando x sea expresado
en términos de t como lo indica el factor dt; esto se entiende
dado que tanto el desplazamientos como la velocidad v
dependen del tiempo t . Podemos concretar dicie~do que t es la
variable independiente, o bien la variable de integración.

. .
Definición:

,

En el movimientorectilineo,la aceleracióna de un móvil.1
1en un instante dado es la razón de cambio de su velocidad

con respecto al tiempo.

Como la razón de cambio de la velocidad con respecto al tiempo
es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo, entonces:

Drv * *. = a implica v = f adt

En adt, el factor dt sigue indicando que t es la variable de
integración, el integrando a, cuando es variable debe expre-

. EnDrs, el sublndice t significa que t es la variable independiente.
.. EnDr Velsublndice t significa que t es lavariableindependiente.

- - - ----



sarse en términos de t; si á (aceleración) es constante, o sea
que el movimiento es uniformemente acelerado, no existe
problema para integrar. .

Ejer;nplo1.

Describir el movimiento de un cuerpo bajo la acción de
la gra~edad. .

Solución:

Consideraremos como origen el punto del suelo en el que pegará
el cuerpo. (Ver Figura 1).

I
I
I .
I
I
I
I
I
.L

o y posición final 5=0 con \I¡

Posición inicial So con Vo

Sentido de med ición positiva

Figura 1

y hacia arriba el sentido positivo de medición; en este caso la

aceleración es constante, a =.-9.8 m 2 Elsigno negativo significa
, seg

que "el sentido" de lagravedad es opuesto al que hemos esco-
gido como positivo,.y también que la velocidad es una función
decreciente.

CD D/v = a

@ v = I adt

@ v = at + C.

Para determinar C. recurrimos a las condiciones iniciales
que aqul son las que imperancuando t=O; en este instante en
que se inicia el movimiento, la velocidad del cuerpo es su velo-

'\
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cidad inicialque se representa por v. entonces si t=o, v=v.
sustituyendo en 3 tenemos.

@ Vo == CI quesustituida'en@ da

@ v=at+vo

@ S = f vdt sustituyendo @ en @ resulta

CV S == f (at + vo)en
1

@ S'=2af+vot+~

SI t = O, S = So, sustituyendo en @

@ So= ~ quesustituidaen@resulta

1
@ S=2"af+vot+So

Considere el mismo problema con el origen en el punto en
donde se Iniciael movimiento.¿Cuáles son las ecuaciones que
describen el movimiento? .

REACTlVOS DE AUTOEVALUACION

Determine en cada caso la ecuación de la curva que tiene en cada punto la
pendiente dada y P8S8por el punto indicado.

1. Dy=VX

2. Dy=v 4-x

(1, 2)

(0, 4)

3. Dy=3x

4. Dy= 3XZ-2
x

5. Dy=

(O,2)

(3, 1)

(0, 2)

-bx
6. Dy=-=--- (0,6)
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1
7 Dy=-

'. VX
(1,2)

8. .Dy =~. (O, 2)

9. En cada punto de una curva tJ1y =-2, determine la ecuación de dicha
curva si pasa por (-3, -2) Ysu pendiente en ese punto es 1.

10. Encuentre la ecuación de una clirva que pasa por (-2, 1); su pendiente

en ese punto, es -1, además para cada punto de la curva tJ1y = ~.
xJ

11 . Encada punto de una curva tJ1y= 3x. Además lacurva es tangente a larecta
2x + 3y + 3 = Oen el punto (O, -1 ). Encuentre la ecuación de la curva.

12. Determine la ecuación de la curva para la cual tJ1y= 10 vx-pasa por el
punto (4, O)co~ una inclinaciónde 45°.

Usando el proceso visto en los ejemplos, resuelva los siguientes problemas.

13. Unobjeto cae desde una alturade 490 m. 8) ¿cuánto tiempo tarda en caer al
suelo? b) ¿con qué velocidadpega contra el suelo?

14. Un objeto que es soltado desde una altura h tarda 8 segundos en llegar al suelo.
¿De qué altura fue solt~do y con qué velocidad llega al suelo?

15. Uncuerpo es lanzado verticalmente haciaarriba desde el suelo con una velo-

cidad inicialde 49 m/seg. (Vo= 49...!!L.),¿En qué instante alcanza su altura
. seg

máxima.ycuál es dicha altura?

16. Un objeto es lanzado verticalmente hacia arribadesde un punto a 343 m. del

suelo con una velocidad inicialde 19.6 ~ 8) ¿cuál es la 'altura máxima
seg.

(respecto del suelo)?, b) ¿Cuánto tiempo tarda en alcanzar la altura máxi-
ma? e) ¿Cuántó tiempo, desde qu~ se iniciael movimiento,tardaen llegaral
suelo?

17. Si en elproblema13. elobjetoes arrojadohacia abajo con una velocidad inicial
de 102.9 m/seg, ¿cuánto tiempo tarda en llegaral suelo y con qué velocidad
lohace?
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18. Un punto se mueve sobre una recta con velocidad v = 3t - 5; si S = 6
cuando t= 4seg, ¿cuántovaleSsi t= 2seg?

19. Un punto que se desplaza sobre una recta con aceleración a = 3t-3,
cuando t = 1seg, S = 6 m y cuando t=2 seg , S= 10m, ¿cuál es la
velocidad (jel punto cuando t = 4seg?
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Módulo 16

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este módulo, el alumno:

1. Explicará el concepto de integral definida.
2. Calculará el área limitada por una curva, el eje X y dos rectas verticales,

aplicando el concepto de integral definida.
3. Explicará la interpretación del signo negativo en la determinación de áreas.
4. Determinará el área comprendida entre dos curvas de ecuaciones dadas.

ESQUEMA RESUMEN

INTEGRAL
DE UNA

FUNCION

INTEGRAL
DEFINIDA

AREA
BAJO

UNA CURVA

AREA
ENTRE

DOSCURVAS
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16.1 Area bajo una curva

Uno de los Una de las principales aplicaciones de la integración es deter-
objetivos es el minar o calcular áreas; el objetivo de este módulo es mostrarle
cálculo .de áreas cómo encontrarlas y comenzaremos por considerar el área limi-

tada por una curva, el eje X y dos rectas verticales.

La fUl)ción
deberá ser
continua

El área es una
función de x

Observemos
atentamente las
figuras
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Sea y= '(x),.la ecuación de una función continuaen el interva-
lo a ~ x ~ b cuya gráfica aparece en la figura 2. En la misma
figura se muestra también el área comprendida entre la curva
con ecuación y= '(x) el eje X, la reda con ecuación x= a y
la recta con ecuación x = b; supondremos que dicha área es
generada por el desplazamientohorizontal de un segmento de
recta vertical cuya longitud está dada por '(x), o sea que en
cada posición el segmento coincide con la ordenadacorrespon-
diente. Consideradade esta manera,el área depende de x y la
representaremosporA(x), esto es A es una funcióncuyo dominio
es tal que a ~ x ~ b.

y

1
I / y= '(x)

¡v

x
x= a x= b

Figura 2

De la figura 3 podemos notar cómo a mayor desplazamiento
del segmento generador del área corresponde mayor área. Asi,
en la primera gráfica el desplazamiento es cero por lo que el

área generada es igual a cero; en la segunda y en la tercera

gráfica podemos notar que Xz> XI Y que A(xz)> A(Xl)'



y y y

y = f(x) y= f(x) y = f(x)

A(a)= o
xx x

x=a x = a x = X, x=a X = Xz

Figura3

Mostraremos ahora que A '(x)= f(x) .

Consideremos un valor fijo XI, contenido en a ~ X ~ b, Y
otro valor variable x contenido en el mismo intervalo tales que
x> XI, entonces A(x) > A(xl) (Ver figura 4).

y

x

Figura4

. El área encerrada bajo la curva, sobre el eje X entre XI y x está
dada por A (x) - A (xI), Es decir al área a la izquierda del valor
x se le quita el área a la izquierda de xI.

El área bajo la
curva depende'

del Intervalo

Debemos aceptar que para toda función continua en un 'inter-
valo a ~ x ~ b como es el caso que estamos considerando,
existen dos valores de X para los 'cuales la función adopta un
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Observemos el
máximo y el
mlnimo
de la función

minimoen uno y un máximoen el otro; designemos dichos va-
lores por Xmy XM'entonces' (xm)representa el minimoy , (xM)
el máximo de la función en el intervalo Indicado de la figura. si -
guiente (Ver figura 5). .

y

/' E

B
x

x J x

+- x - xl + Figura 5

Se ve claramente que' (xm) (x - XI), área del rectángulo BCDG
es menor que A (x)- A (xI) el área bajo la curva desde ''*1 has-
ta X" y esto a su vez menor que' (xM) (x - xI) que es el área del
rectángulo BCEFo sea que

, (xm)(x- x¡) < A (x) - A (xI) < '(XM) (x - xI).

Considerandola Sabemosque el sentido de una desigualdadno se alteracuan-
propiedad de las do sus miembrosse dividenentre un númeropositivoy como
desigualdades
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A (x) - A (xI)
X - XI > O, entonces' (xmJ < < f(XMJ

X-XI

Como' es continua XI ~ Xm ~ X Y XI ~ XM ~ X

Si hacemos que x tienda a XI tenemos que:

L/m '(x,..) = ,(x,)
x -. XI

y Um '(XM) = '(x¡)
~XI

Por lo que, dado que los límites de los extremos son iguales



pero Um A (x)- A (xl) =A'(Xl)como Xl es un valor cualquiera, se tiene que:
x- Xl X-Xl

A' (x) = f(x)

y si lA'(x) = f(x), entonces A(x) = f f(x) dx.1

Sea f f(x)dx = g(x) + e, luego A(x) = g(x) + e, si nues-
:J.Jroblemaes determinar el área bajo la curva desde X = a

hasta X = b es necesario determinar el valor de e; para ello
recurrimos a las condiciones iniciales que en este caso son:
si x = a entonces A(a) = O, sustituyendo en A(x) = g(x) + .C
resulta

O = g(a) + e porloque e = - g (a) entonces

A(x) = g(x) - g(a)

Esta igualdadexpresa el área bajo la curva y = f(x); sobre el
eje X desde "a hasta x" (Verfigura6).

y

x
a. b"

Figure8

Si hacemos x = b, tenemos A(b) = g(b) - g(a)que repre-
senta el área bajo la curva sobre el eje X desde x =a hasta
x =b.

Elproceso que aCaba de realizarse, es sumamente importante
y se presenta con tal frecuencia en las diversas aplicaciones de

Obtengamos el
érea bajo la

curva
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la integración, que se le asigna un nombre y una notación espe-
cial.

Si g'(x) = f(x), I~ f(x) dx = g(b)- g(a)

Integral definida es conocida como la integral definidade f, desde a hasta b;
Limitesde se acostumbra llamara a el limite inferior y b limite superior de
Integración integración. Escostumbre tambiénindicarel proceso asf:

A =I: f(x) dx = g(x) 1: = g(b) -g(a)

Ejemplo1

Determinación Determine el área bajo la curva y = x3 desde x = 1, hasta
del éreabajo una x = 2 (Verfigura7).
curva

y

x

Flgur. 7

Solución:

El área bajo la curva es A(x) = I: f(x) dx, en donde los limi-
tes de integraciónson x = 1 Y x = 2.

1
1

2

A =-x4 .
4 1
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1 1
A =-(2)'4--(1)44 4

A =.-!..!
4

1--
4

A=~
4

Ejemplo2

¿Cuáles el área comprendida entre la curva y =x3 y el eje x,
desde x= -2 hasta x = -1 ?

Solución:

Evidentemente no concebimos áreas negativas; la interpre-
tación que daremos a este resultado es que el área en cuestión
se localizaen una región en laque ((x)< O.

Este hecho nos.puede llevara situaciones como la que des-
cribe el siguiente ejemplo.

Ejemplo3

Determineel área comprendida entre la curva y = sen x y el
eje x desde x= O hasta x= 2n (Verfigura8).

y

Figura8

(2 1r, O)
x
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También
podemos
determinar el
airea entre dos
curvas dadas

Ambas funciones
deben ser
continuas
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Solución:

I

zn

si A =J:nf(x)dx = J:nsenxdx =- cosx o = 1-1 = O

Es obvio que el área entre la curva y el eje X °noes cero. El re-
sultado se interpreta diciendo que el área situada por encima del
eje X es igualallr'ea localizadapor abajo del eje horizontal; para
determinarel área pedida se buscapor separado lamagnituddel
área encima de Xy el área debajo del eje X, asl

A = J:n f(x) dx = J: f(x) dx + J;"(fx)dx

y se consideran los valoresabsolutos de ambas integrales

A =~ senxdx + Jz "senxdx ="

= - cas xl: + ( -cas x ) Iz:
= -(-1-1 )+I[-(1-(-1) ]I = 2 + 1-21

=4UZ

16.2 Area entre dos curvas

Ha aprendido que una de las aplicaciones de la integral consis-
te en considerarla un área. También ha aprendido que si una área
queda representada por un número negativo, esto no se inter-
preta como una "área negativa'" tal signo indica que el área men-
cionada se localiza bajo el eje X. Veamos ahora el siguiente
enunciado:

Sean dos funciones f y g ambas continuas en el intervalo
a ~ x ~ b Y tales que f(x) ~ g(x) en el mismo intervalo.El
área entre las curvas y = f(x), y = g(x) desde x = a hasta
x = b es:

A = f:( f(x)- g(X)) dx = J: f(x)dx- J~ g(x) dx (Ver figura 9)



y

y.~. I
a b

x
b

Al= ¡ [(x) dxa
x

a b
Az= ¡ g (x) dxa

~
b

Figura 9

La primera gráfica ilustra dos posibilidades que se reducen a
una; ambas áreas están del mismo lado del eje X por lo que son
del mismo signo; en este caso el enunciado es eyidente puesto
que la primera integral representa el área entre y = f(x) y X, la
segunda integral es el área entre y = g(x) y X, siendo la
diferencia obviamente el área entre las dos curvas.

Lasegunda gráfica ilustra el caso en que las integrales repre-
senten áreas situadas en lados opuestos del eje X, por lo que
una de ellas es un número positivo ( f : f(x) dx > O) Y la otra
queda expresada por medio de un número negativo

( f: g(x) dx < O) ¿Como
Interpretamos un

érea negativa?
,

Entonces, la diferencia f:f(x) dx - f!g(x) dx es en realidad la
sumade lasdos áreas:AI+A2; con esto se cubrentodas las
posibilidades y queda "mostrado" el teorema.

Ejemplo1

Determine el área comprendida entre las curvas cuyas ecua-
ciones son y = x2, y = VX

Solución:

Como primer paso encontramos los puntos de intersección
entre las curvas resolviendo el sistema de ecuaciones.
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G)

@ y=vx

Elcanjunto solución de dicho sistema es

s = { (O, O), (1, 1)}
t

Ahora graficamos las dos ecuaciones en un mismo sistema
coordenado

y

------------y =17

x
(O, O) 1

Flgur. 10

y senalamos el área cuyo valorqueremos determinar; una pe-
quena observación nos permite darnos cuenta de que la curva
con ecu~ción y =v""X está "arriba" de la curva con ecuación
y = x'l en el intervalo (O~ x ~ 1) cuyosextremosson los lI-
mites de integración,entonces

2 1

1

1

= (-x --x). 3 3 o
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211
=(---)-(0-0)= - porloque

3 3 3

1'A=-v
3

REACTIVOS DE AUTOEV ALUACION

Determine el área limitada por la curva cuya ecuación se da y el eje X entre los

limites dados.

1. y = x2, X = O hasta x = 4

2. Y = V2X: x = 2 hasta x = 8

3. y = 9x-x3, desde x = O hasta x = 3

4. Y = 8x-x2 desde x = 4 hasta x = 8

5. Y = V 4 - x desde x = O hasta x = 4

6. Y = V 25-4x desde x = O hasta x = 6

7. y = x3 desde x = -1 hasta x = 2

8. x2 + y2 = 1 en el1 er. cuadrante.

9. Determine el área comprendida entre la curva y =2 ..¡-x

Y la recta y = x.

".
.

10. Detennine el área entre las curvas cuyas ecuaciones son y = 2 - Jf, x = y.

11. Detennine elárea comprendida entre las curvas cuyas ecuaciones son

y = 2x- x2, y = -x.

1 2. Detennine el área comprendida entre las curvas cuyas ecuaciones son y = x1,

4y=3x.

13. Detennine elárea comprendida entre y =..¡-gx; x2 = 8y.

14. Detennine elárea comprendida entre y = r, y = 4x
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15. Determine el área comprendidaentre la Parábola y = 6 + x - x" y la recta que
pasa por los puntos A (-1,4) 8(3, O).

16. Detennine el área comprendida entre las curvas de ecuaciones y = x1+ x" - 2x,
y = -x1 -x" + 2x.
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Paneles de Verificación

MODULO13. VALlDACION

~1. -+2x+c
3

r x12. --x3+-+c
4 2

2 ..!.. 2-3. --x 1 + x1+C
3

231
4. -x'--x5+-r+c

7 5 2

5. -x-1-4/oge x + 4x + C

4
6. -ax3-6x1 + 9x+ C

r7. --2~+6x1-8x+c
4

8. -cosx + c ,
9. senx + e

10. senx + c

x-311. -- +x+c
3

x1 2 312.-+-xr+C
2 3
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2 5 10.!. !..
13. -XT+-X'l + 12x'l +c

5 3

1
14. -Ioge x + c

2

15. 3 ff + c

16. r + c

~ x'l
17. 2x + c

3 2

18. senx + e

1~. -cosx + e

20. senx + c

MODULO 14. VALlDACION

2. ~(~-3j3 + e
9

3. ~ (x'l- 3)3/'l+..
3

4. -Ioge (1 - x) + e

1
5. --Ioge (4 - x2) + e

2

1
6. -(x2P- rP)3+ e

2
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7. ---1- (x2- 10x' + C
16

1
8. '-senJ x + C

3

1
9. --cos3x+C

3

1
10. -tífx+ C

3

111. - : cos5 x + C
5

1
12. -sen3x+C

3

13. loge(3x- 1) + C

14. loge tg x + C

1
15. 3/0geX + - (Iogexl' + C

2

1
17. --e-h + C

2

.
18. loge(,r + 5) + C

19. ~ e:h2+ C
6

1
20. ex + C
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MODULO 15 -VALlDACION

2.!.. 4
1. y=-x'l +-

3 3

2 1. 28
2. y=--(4-x)'l+-

3 3

5. Y=.¡ Xl + 4

b .1 .6. Y=-v ~-x'l+6-b
a

7. y=2yx

8. Y= " + 1

1 2
11. y=-x3--x-1

2 3 .

8 .! 157.12. y=-x'l_-x+ 124
3 3

13. t = 10 seg. V = (10) = 98 m/seg.

14. V = 78.4 m/seg. S(O)= 313.6 m.

15. t = 5seg, S = 122.5m

16. a)S tot=401,.am b) t =2seg. e) I"tot=11 seg.
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m
17. t = 4 seg V = 142.1 seg

18. S =-2 m

m
19. V = 17 seg

MODULO 18 . VALlDACION

1.~
3

2.~
3

3.~
4

4.~
3

6.~
3

7.~
4

8.~
4

89. A = - ,r
5 .

910. A =-,r
2

.~

.
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,-1

9 '
11. A =-tfJ

2

912.A =-tfJ
128

14. A = 8 cr

9
16. A =-tfJ

2
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