Corrigés des exercices

Exercice 1
Ona, 7”=0+3]—2k 7 =41 —-2] + 2k et
1- La représentation des vecteurs 7;, 1, et 73 :

Z A

v

2- Les modules :

71| = /x12+y12+z12=x/1+9+4=\/14
72| = /x§+y22+222=\/16+4+4=\/24
7] = /x§+y32+z§= 9+1+4=+14

3' A)=T1+ 2+§ et §=T_1)+T_2)—‘r'_3)
A= (O +x4+x3)T+ (g + vy + )]+ (21 + 2, + 23)k = 87+ 0] + 2k
Donc A = 87+ 2

Son module : |4| = V64 + 4 = V68

B=(x,+x—x3)i+ vy + s — v3)f + (21 + 25 — z3)k = 20+ 2] — 2k
Donc B = 27+ 2] — 2k
Sonmodule : |B| = VA +4 + 4 =12

4- Le vecteur unitaire porté par le vecteur ¢ =7+ 275 :
C=(1+8)I+B—-4)]+(-2+4Dk=9—j+2k
=C=91—7+2k

et|C| = V86
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donc U=

Y

5- 1.73 = |7l I7z]. cosg

=x1x2+y1y2+2122=4—6—4=—6
J k 3
3 2=,
2

+|4 _2|k

4
Et mAT, =1 l—|4
4

-2
=7 AT, =210 — 10] — 14k
Exercice 2 :

On donne les trois vecteurs 71)(1, 1,0), 7;(0, 1,0) et 73) 0,0, 2).

1. Calculer les normes ||V4|, ||V2 let ||V]| :
Calculons les normes des différents vecteurs et les vecteurs unitaires de leurs directions
respectives.

Tl = VT T == 7 = s w0
[l

V2| = V02 + 12 + 02 = 1=>v—2’=m=j; 7,(0,1,0)
2

V=Vt Z=vEi=2 7= 2
V]|

v5(0,0,1)

2. On calcule cos (vy, 7,) comme suit :

V.V = et .75 = Bl I55]l.cos(v7, v5)

V2

= cos(vsl,\v_z’) =5

3. Nous avons:

. V2
171.172=7
U L I T I,
UZ/\U3—()10:011+0+0k=l
00 1

= v, Av; =1(1,0,0)
V. (0 AV3)=1%x14+1x0+0x0=1
e Le premier terme représente le produit scalaire entre les vecteurs viet v,, il est égal au
produit du module de la projection de vy 'sur v,multiplié par le module de v,.
e Le deuxieme terme est le produit vectoriel entre v et v5.
e Le dernier terme est le produit mixte entre (v;, v,, v3) et qui n’est d’autre que le volume
du parallélépipéde construit sur la base des trois vecteurs.
Exercice 3 :



Exercice 4 :

Soit M1(1,1,1), M2(2,2,1) et M3(2,1,1).

L’¢équation du plan passant par M2(2,2,1) et 4 = 37 — 2 + k.

. x—2
Soit X un point de coordonnées (x,y,z). M,X = (y — 2>
z—1

On sait que A perpendiculaire a ce plan donc :

AMX=(x-23-(—-2)2+(z-1)1=0
=3x—-2y+z—-3=0(%

(*) est I’équation du plan passant par M2(2,2,1) et A = 37— 2] + k

Exercice 5 :

Soit un vecteur U = (7 + 3))/(VtZ + 9)

1- U est un vecteur unitaire ?

Il faut vérifier que|U'| =1 d’ou |U| = J

1
(t2+9)

(t2+9)=1

Donc U est un vecteur unitaire.

2- La dérivée deU

dil d( t >9+d< 3 )
—_ = —]1 _
dt dt\(vVez+9)) dt\(VezZ+9) !
:dﬁ_ t?2—t>+9 *+( -3t >4
ac  \@2+9372)" " \@tz +9)312)/

:>du_< 9 )*+< -3t )9
at ~ \@ez +9)22)" Tz + 9)2r2)/
Exercice 6 :

A) Un point matériel M est repéré par ses coordonnées cartésiennes (x,y)
1- Trouver x et y en fonction des coordonnées polaires p et 6 ??

OM = XTF YJeeeeeeeeeeeee e, (1)
D’autre part OM s’écrit par projection comme :

OM = pcoSOT + PSINOT...ccoeeeeeeeeeeeeeee . ()
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X = pcosO
y = p sinf

(1) et (2) > {
2- Le vecteur unitaire U en fonction des vecteurs unitaires 7 et :
Ona OM = |W|Ti = pU = pcosOT + psindy
Donc U = cosOT + sinfj
Et 7 = —sindi+ cosj
7 etu représentent les vecteurs unitaires de

la base des coordonnés polaires.

1. Calculer I’expression dﬁ/ dg» aue représente ce vecteur ?
dii _ d(cosfl + sinfj)
do do

= —sinfi + cosj =1

dii . . o .
p 'epresente un vecteur unitaire perpendiculaire a u dans le sens directe.
” : . OM = t%u
B) La position du point M est donnée par 0 (w constante)
= wt
L’expression du vecteur vitesse ¥ en coordonnées polaires est :

s _dOM _dwd) . ,di
VS0 T T ar ot dt
di _ di do
t dodt ¢

Exercice 7

Un point matériel M est repéré par ses coordonnées cartésiennes (X, ).
1. Ecrire la relation entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées polaires.
X =rcos6
{y = rsinf
2. Donner I’expression des vecteurs unitaires w et U_e> en fonction des vecteurs
unitairest et J.

{ U, = cosOT + sinbj

U, = —sinb1 + cos6j
3. Trouver I’expression du vecteur vitesse ¥ du point M en coordonnées polaires.

o T 5 OM drﬁ,_l_ du,
= —t = —_—
W=y dt at ot ar

IS



5Ty do dU,
— = R
P e ag
= ¥ = iU, + r6U,

4. Donner ’expression du vecteur A = 2x7 — yjen coordonnées polaires.
A = 2rcos0(cosHT — sinb)) — rsind(sindi + cos6))
A = (2rcos?0 — rsin20)i + (—3rcosOsind)j

A = (2rcos?6 — rsin?6)T — 3(rcosOsind)j

Exercice 8 :
1. Les relations reliant les coordonnées cartésiennes (X, Y, z) aux coordonnées

cylindriques(p, 0., z) :
Soit # = OM = xT + y] + zk

m est la projection du point M sur le plan (Oxy).
ZA

v

Vue générale

» X

J " Vue en haut

OnaOM = 0Om+mM
om = |W|W=pcost9?+psin 07

Et
mM = |0Zy| = zyk = zk

Donc OM = Om+mM = pcosO1+ psin 6]+ zk

On peut écrire le vecteur position en coordonneées cylindrique par la relation suivante
OM = pu, + zu,

Les relations qui lient les coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques sont :



y = psinf
Z=1Zy
e Les vecteurs unitaires de la base des coordonnées cylindriques :
Le vecteur de déplacement en coordonnées cartésiennes est donné par :

{x = pcosO

dr = dOM = dxT + dyj + dzk

Avec
dx = dp.cosf — p.sin6.d6
{dy = dp.sinf + p.cos6.dO
dz = dzy
= dr = (dp.cosf — p.sin 0.d6)T + (dp. sinb + p. cos6.d6)j + dzk
= dr = (—sin 67 + cos0))pd8 + (cosOT + sinb))dp + dzk............. (1)
D’autre part le vecteur de déplacement élémentaire en coordonnées cylindriques s’écrit :
dr = dpity + pdOtg + dziy.........cooovverrrereeeeee2)

D’apres les relations (1) et (2) on a :

u, = cosO1 + sinbj
Ug = —sinBi + cosbj
u, =k
e Calcul de la surface d’un cylindre a partir des coordonnées cylindriques :
On a dS = dx.dy

Mais x et y sont des variables dépendantes entre elles, donc on prend la surface élémentaire en
coordonnées cylindriques, dSpase = dl1.dl> et dSjatrate = dl2. dls (p=R).

Ou dli=dp, dl>= p.d0 et dlz=dz alors dSpase = pdp.dd et dSiatérale = Rd6.dz

Idée de preuve :
Ona dr = dOM = dpu, + pdfug + dzu, = dlu; + dlug + dlsi;

= dSpese=dl1.dl2= dp. pd6

2T

R
:Sba5e=JJ p-dp.do
00

2 RZ
= Spase = J [ l = 7 do = 7[9]51-[ = mR?

Donc la surface de la base d’un Cyhndre est: Spase = MR?

D’autre par la surface latérale du cylindre sera calculée a partir de la relation suivante :
dSiaterale = dl2.dl3

- dSlatérale = RdO.dz
2w H

= Siatérate = f dSiaterate :f fRdeZ = R.2nH
0 0

Donc la surface latérale du cylindre est Sjatrale=2nRH.
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e Calcul du volume d’un cylindre :
OnadV =dl. dlz. dls= pdp.d6.dz

H r2m (R
=>V=de=f f f pdp.dO.dz = nR*H
0 0 0

Donc le volume du cylindre est V = zR?H

2. Les relations reliant les coordonnées cartésiennes (X, Yy, z) aux coordonnées
sphériques (r, 0. @) :

Zm

~ -

OnaOM = Om+ mM (voir le schéma)
avec |m| =rsing

= Om = |m|c0597+ |ﬁ| sinfj

EthzMzzrcosgoE

= OM = |W|cos€? + |W| sin6 ] + rcosgk
= OM = rsin@ cosf7 + rsin@sin 6 + rcosgk............ (1)
D’autre part le vecteur position en coordonnées cartésiennes s’écrit :

x = rsingcos6
y=rsin¢@sinf
Z =1cosQ
Remarque : Le vecteur position en coordonnées sphériques s’écrit par (voir le schéma):

oM = U,
e Calcul des vecteurs unitaires de la base des coordonnées sphériques :
Le vecteur de déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes est donné par :

dr =dOM = dxT+dy] +dzK......ccovveeeeeeen. (1)



D’autre part, d’apreés le schéma, le vecteur de déplacement ¢lémentaire en coordonnées
sphériques est donné par : dr = dOM = dllﬁ: + dle—g) + le]Z
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X
dly =dr
Avec {dlz = rsingdl
dl; =rde

Donc le vecteur de déplacement élémentaire en coordonnées sphériques s’écrit comme : dr =
dOM = drU, + rsingddU, + rdeU,

On a aussi :

y=rsingsind ={ dy =sing.sinf.dr + r.sing.cosf + r.cos@.sinb.de

{x = rsingcosf {dx = sing.cos6.dr — r.sing.sinf.d0 + r.cosg.cos6.de
Z =1CcoSQ dz = cos@.dr —r.sing.de

Si on remplace les expressions de dx, dy et dz dans I’expression (1) on trouve :
dr = dOM = (sing.cosB.dr — r.sing.sind.d0 + r.cos@.cos6.dp)l
+ (sin @.sin 0. dr + r.sing. cos@ + r.cos. sinf.dp)]
+ (cos@.dr — r.sing. dgo)E

= dr = dOM = dr(sing.cos.7+ sin ¢.sind J + cosgoE) + r.sing.d0(—sind7 +

sing. k) ...................................... (2)

Par identification, entre 1’équation (2) et (3), les vecteurs unitaires de la base des
coordonnées spheériques sont :



—

U, = sing.cos6.7+ sin @.sind j + cospk
U, = —sindi + cos6]

Uz = cos. cosB.T+cos@. sinb.] — sing. k

e Calcul de la surface d’une sphére :

Si M un point qui se trouve sur la surface (r = R), la surface élémentaire d’une spheére de
rayon R s’écrit en coordonnées sphériques par :

dS =dl,.dl; = (R.sing.df).(R.dy)

2T T
=S = sz d@f sinpde
0 0

= S = R?(2n).[—cos]|} = 4nR?
Donc la surfase d’une sphére de rayon R est § = 4mR?.

e Calcul du volum d’une sphere de rayon R :
Le volume élémentair d’une sphére de rayon R est donné par :

R 2T b4
dV = dl;.dl,.dl; = dr.r.sing.df.r.dp =V = j rzdr.j de.f sinpdg
0 0 0

3
=V = R? (2m).(2) = gnR3Donc le volume (Zi’une sphére ¢’est bien V= %n’R3.
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Représentation graphique d’un élément de volume
Exercice supplémentaire d’une sphere

La différentielle du vecteur 7, d7 = dl = dxi + dy] + dzk peut se mettre en coordonnées
. , _ oF o7 o7
cylindriques sous la forme dr = P dp + % do + P dz.
of o7  oF
1. On cherche les vecteurs 3" ot
Onar =xi+yj+zk



- Le vecteur de déplacement en coordonnées cartésiennes (X, Y, z) :
d7 = dl = dxT + dyj + dzk

- Le vecteur de déplacement en coordonnées cylindriques (p, 0, z) :

Les relations qui lient les coordonnées cartésiennes (X, Yy, z) aux coordonnées cylindriques (p,
0, z) sont :

y = psind = {dy = dp.sinb + p.cos6.d0

{x = pcos6 {dx = dp.cosf — p.sin6.d6o
zZ=12zy dz = dzy

= d7 = dl = (dp. cosd — p.sin0.dO)T + (dp. sind + p.cosd.dO)] + dzk
= d7 = (cos6.7+ sinf.))dp + (—psindi + p.cos6.])dO + dzk............. (1)

— d7 = (Z—;) dp +(2) d6 + (3) dz...voeeecececeee )

Par identification entre (1) et (2) on aura :

(oF i
% = c0s0.1+ sinb.]
=><6—F=—sin07+ 6.7
50 p p.cosB.j
or -
y oz K

2. En déduire les vecteurs unitaires U, Uy etU,(coordonnées cylindriques) en fonction de T,

] etk (coordonnées cartésiennes) :
Le vecteur de déplacement en coordonnées cylindriques s’écrit:

d7 = dpU, + pdOUq + dzk............coccooeiaiin 3)

o
—

{ = a—r = 1 [ 7
U, o c0s0.1 + sinf.j

() et(3) =1U, = %Z—Z = —sinfl + cosb.]
— 9 _ 7
U,=—=k
0z
Remarque :

On peut écrire les vecteurs unitaires de la base des coordonnées cartésiennes en fonction des
vecteurs unitaires de la base des coordonnées cylindrique a partir du tableau ci-dessous:

{ J Kk
u, Cosd Sind 0 I = cosbu, — sinBug
uUg -sin@ Cosd O = {] = sinbu, + cosBuy
a, O 0 1 s
= uZ
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3. Vérifiant qu’ils sont orthogonaux ?
|U,| = Vcos6? + sing? = 1
= 1{ |Ug| = V/(~=sind)? + cos62 = 1
U] = |k] =1

D’ou Uy, Uget Uy, sont des vecteurs unitaires.
Onal,.Us =0,U,.U, = 0etU,.Us = 0
Donc U, Uy, etU, sont des vecteurs orthogonaux.

Par conseéquent les vecteurs U, Ug, U, forment un repere orthonorme.

4. Ecrire 4 = 2x7 + yj — 2zk en coordonnées cylindriques.
x = pcos§ (L= cosbu, — sinBug

Ona{y = psinf et{] = sinbu, + cosbuy

Z=2m k=1u,

Donc 4 = 2x7 + yj — 2zk s’écrit :
= 4= chose(coseﬁ — sinBug) + psinf (sineu_p’ + cosOug) — 22k
= A4 = (2pcosH? + psin®?)u, + (—2pcosbsin® + posBsin®)uy — 2zk

= 4 = (cos6? + 1)pu, — pcosBsinOuy — 271,
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