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Introduction et motivation

Ce cours est une introduction a I'optimisation mathématique continue en dimension
finie. Il est destiné aux étudiants de la troisieme année licence mathématiques. Le docu-
ment est composé des chapitres suivants :

— Rappel sur le calcul différentiel
Analyse convexe
Résultats d’existence et d'unicité
Conditions d’optimalités
Méthodes du gradient
Méthode de Newton.

Lorigine du mot optimisation vient du latin optimum qui veut dire le meilleur. Dans
le dictionnaire Larousse, le mot optimiser est défini par : Donner a quelque chose, a une
machine, a une entreprise, etc., le rendement optimal en créant les conditions les plus favo-
rables ou en en tirant le meilleur parti possible.

En mathématiques, un probleme d’optimisation consiste a minimiser (ou maximiser)
une fonction a une seule variable (ou a plusieurs variables ) sur un ensemble donné. La
formulation d’un tel probleme passe par trois étapes :

EtapeI: Identifier les variables de décision, qui sont les parametres du probleme sur les-
quels on peut agir. On les représente par un vecteur colonne x = (X, X2,...,X,)" €
R".

Etape Il : Identifier une fonction mathématique (une mesure) pour laquelle on cherche
la plus petite valeur ou la plus grande valeur et qui s’appelle par la suite fonction
objectif ou fonction de cofit qui est notée f.

Etape III: Décrire les limitations sur les variables de décision.

1 Mise en forme Mathématique

Comme dit précédemment, la formulation mathématique d'un probleme d’optimi-
sation passe par la définition de 'ensemble de variables de décision qui régissent la si-
tuation a modéliser et qui peuvent étre réelles, entieres ou binaires. L'identification de la
fonction objectif qui est une fonction mathématique linéaire ou non linéaire composée
des variables de décision qui représente le modele physique modélisé. Finalement, la des-
cription de '’ensemble des parametres qui limitent le modeéle réalisable par des équations
ou des inéquations composées de variables de décision et qu'on appelle par la suite les
contraintes. Mathématiquement, un probléme d’optimisation est représenté par,

Fonction objectif : max f(x) ou bien min f(x)
Contraintes: g(x) <0,g(x) =0 ou g(x) =0.
Contraintes de bornes: /< x<u

Contraintes de signe :x <0,x = 0.
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2 Exemples d’application

2.1 Exemple: Problémes aux moindres carrés

Une situation courante en biologie est d’avoir a sa disposition deux ensembles de don-
nées de taille n, y, y2,..., yn €t x1, X2,..., X, Obtenus expérimentalement ou mesurés sur
une population. Un probléme de régression consiste a trouver une fonction y = g(6, x)
telle que l'erreur E; = y; — g(0, x;) soit la plus petite possible. Le principe des moindres
carrés consiste a chercher les parametres de g, fonction affine, polyn6me, exponentielle,
etc., qui minimisent la somme des carrés des distances entre y; et g(0, x;), autrement dit :

min £(8) =X E; (0)°
0eR",

avec E;(0) = y; — g(0, x;). E; est appelée le résidu ou I’écart. Ici, la fonction objectif ou
la fonction de colit a minimiser est la somme de carrés de E;(8). A titre d’exemple, les
données du tableau suivant représente la taille de la population d’antilopes a différents

moments.
x;i: 1 2 4 5 8

yi: 3 4 6 11 20

Le temps est mesuré en année et la population est mesurée en centaines. Il est courant
de modéliser I"évolution d'une population en utilisant un ajustement exponentiel de la
forme:

g(0,x) =01 x exp(0, x x).

Lobjectif: Trouver les parameétres 0, et 0, qui minimisent le critére des moindres carrés.

2.2 Exemple: Geppetto [5]

Lentreprise de Geppetto produit deux types de jouets en bois, des soldats et des trains.
Un soldat est vendu 27 euros et il cofite : 10 euros de matériel brut et 14 euros de cofits
généraux. Pour produire un soldat, on a besoin de 1h de menuiserie et 2h de finissage.

Un train est vendu 21 euros et cotlite 9 euros de matériel brut et 10 euros par train de
colits généraux. Pour produire un train, on a besoin de 1h de menuiserie et 1h de finissage.
Au maximum, la société dispose de :

— 80 h de menuiserie et 100h de finissage par semaine.

— Demande : illimitée pour les trains, maximum 40 soldats par semaine.

Lobjectif : Maximiser les bénéfices de Geppetto.

La question qui se pose, sous quelles formes présenter le probléeme d’optimisation ?
Comme on a vu, la démarche de modélisation se déroule en trois étapes :

1. Variables de décision : Les bénéfices de Geppetto dépendent du nombre de soldats
et de trains vendus par semaine et donc on a comme quantités,
— x; = nombre de soldats produits par semaine.
- Xz = nombre de trains produits par semaine.

2. Fonction objectif: Le but de Geppetto est de gagner le maximum d’argent possible
et donc la quantité a optimiser est son bénéfice et qui est donné par I'équation sui-
vante :

Bénéfice = revenu — colit du matériel — cotits généraux,
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avec

Revenu = revenu pour les soldats + revenu pour les trains
=27x1+21x,

et,
* Cotlt du matériel = 10x7 + 9x5.
* Cotts généraux = 14x; + 10x; .
Alors
Bénéfice = 27x1+21x2— (10x7 +9x2) — (14x7 + 10x2).

3. Contraintes : La production dépend essentiellement des contraintes suivantes :
* Pas plus de 100 h de finissage par semaine.
* Pas plus de 80 heures de menuiserie par semaine.
* Pas plus de 40 soldats par semaine.

Le temps total de finissage se calcule par :
Finissage/semaine = (finissage/soldat)(soldats/semaine) + (finissage/train)(trains/semaine)

donc,
Finissage = 2x; + x» < 100.

De méme pour le temps total de menuiserie de chaque semaine, on a

X1+ x2 < 80.

Enfin, la contrainte pour éviter les invendus s’écrit mathématiquement par I'in-
équation suivante
X1 <40.

Dans ce cas, des valeurs réelles négatives des variables de décision n’auraient au-
cune interprétation valide car il n’est pas concevable de produire des parties de train
ou de soldat. Donc, il est nécessaire d’'imposer

X1, X2 € N.

Finalement, en rassemblant les différentes étapes de modélisation, on trouve le pro-
bleme d’optimisation,

max3x; +2xo

sous contraintes :
2x1 +x2 =100
X1+ x2 <80
X1 <40
X1, X2 € N.
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FIGURE 1 — Schéma descriptif du probléme de Swisscom

2.3 Exemple: Swisscom [5]

Lentreprise de Swisscom voudrait installer une nouvelle antenne pour faire connecter
4 nouveaux clients importants comme il est décrit dans la figure 1. Cette antenne doit
se trouver le plus proche possible de chaque client, la priorité est donnée aux meilleurs
clients. Swisscom connait la localisation (coordonnées (x, y)) et le nombre d’heures de
communication par mois de chaque client. Ces données sont représentées dans le tableau
suivant.

Client | Coordonnées | Heures
1 (5,10) 200
2 (10,5) 150
3 (0,12) 200
4 (12,0) 300

Cette entreprise a deux autres antennes déja installées, elles sont notées A; et Ay. La dis-
tance entre la nouvelle antenne A et les antennes A; et A, doit étre supérieur a 10 km.
Les deux antennes A; et A, sont situées respectivement aux coordonnées (-5, 10) et (5,0)
qui sont exprimées en kilometre a partir du siege central de I'enreprise.
Lobjectif: A quel endroit l'entreprise Swisscom doit-elle installer sa nouvelle antenne ?
La démarche de modélisation passe par trois étapes :

1. Les variables de décision : Swisscom doit identifier 'emplacement idéal (Optimal)
de l'antenne Ay. Donc, Chercher les coordonnées (x3, x») de Ayg.

2. Lafonction objectif :
— La distance d;(x1, x2) entre un client i de coordonnée (a;, b;) et 'antenne A, est
donnée par :

di(x1, x2) = (1 — @) + (o — by)?

— Si les clients avaient tous le méme potentiel, I'entreprise doit minimiser la dis-
tance :
f(x1,x2) = dy(x1, X2) + da (X1, X2) + d3(x1, X2) + dg (x1, X2)
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— Comme les clients n’ont pas tous le méme potentiel, la fonction objectif sera donc
pondérée par les heures de communication de chaque clients :

200d (x1, x2) +150d> (x1, X2) +200d3(x1, X2) +300d4(x1, X2)

3. Contraintes: Les contraintes sur les distances entre les antennes se formulent par:
- V(X1 +5)2+(x—10)2 =10

- /(x1=5)?+x5 =10

3 Exercices

Exercice 0.1 On veut construire une boite en découpant quatre carrés aux coins d’'une feuille
de carton rectangulaire et en rabattant les bords restants. La feuille est de 22 cm de long et
18 cm de large. Le volume de la boite construite dépend de la taille des carrés découpés.
Pour quelle valeur de x la boite ait le plus grand volume possible.

Exercice 0.2 On désire construire une boite a partir d’'une feuille cartonnée rectangulaire
en coupant six carrés de largeur x a chaque coin et au milieu des c6tés et en pliant les cotés
comme s'est montré dans la figure. Cette feuille admet comme dimensions : 45 x 30 cm, le
but de cet exercice est de déterminer les dimensions de la boite fermée pour avoir un volume
maximal.

a- Déterminer la fonction a optimiser ?
b- Justifier les relations suivantes :

p=30-2x

45-3x

l= .
2

c- Déterminer l'ensemble des solutions admissibles pour x.
d- Montrer que le volume exprimé en fonction de x peut s'écrire sous la forme :

v(x)=3x3-90x% +675x.

e

Trouver la valeur de x pour laquelle le volume est maximal.

Exercice 0.3 Une usine qui fabrique deux modeéles de bateaux, le modeéle standard S et le
modele de luxe L. Le modele S est vendu avec un profit de 1000 Euros alors que le modele
L est vendu avec un profit de 2000 Euros. Pour construire un bateau du type L, on a besoin
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de 200h d’assemblage, 10h de tests et 50h de peinture. Pour construire un bateau du type S,
on a besoin de 50h d’assemblage, 10h de tests et 40h de peinture. L'usine ne dispose qu'un
total de 3000h d’assemblage, 500h de tests et 1300h de peinture. En établissant le probléme
d’optimisation, déterminer la production optimale ?

Exercice 0.4 Une compagnie aérienne fabrique et vend des avions sur deux marchés étran-
gers. On note par q, le nombre d’avions vendus sur le premier marché et par g le nombre
d’avions vendus sur le deuxieme marché. Les deux prix de vente sur les deux marchés sont
notés par p, et p» et ils sont donnés par :

p1 =60-2q
p2 =80-2q;

La fonction du coiit total de la compagnie est donnée par
C=50+40g;

ot q décrit le nombre total d’avions produits par cette companie i.e. 4 = g, + g2. Le but
est de trouver le nombre d'avions que la compagnie doit vendre pour maximiser son profit.

Exercice 0.5 Un fabricant de télévisions couleurs (LCD) envisage l'introduction de deux
nouveaux produits, un écran plat (LCD) 19 pouces avec un prix de détail suggéré par le
fabricant de 339 $ et un écran plat (LCD) 21 pouces avec un prix de 399 $. Le coiit pour
Uentreprise est de 195 dollars par écran a 19 pouces et 225 dollars par écran a 21 pouces,
auxquels s'ajoutent 400 000 dollars de colits fixes. Sur le marché concurrentiel dans lequel
ces écrans seront vendus, le nombre de ventes par an affectera le prix de vente moyen. On
estime que pour chaque type d'écrans, le prix de vente moyen chute d’'un centime par unité
supplémentaire vendue. De plus, les ventes des ensembles des écrans de 19 pouces affecte-
ront les ventes des ensembles des écran de 21 pouces, et vice versa. On estime que le prix
de vente moyen de l'ensemble 19 pouces sera réduit de 0,3 centime supplémentaire pour
chaque ensemble de 21 pouces vendu et que le prix de l'ensemble 21 pouces diminuera de
0,4 centimes pour chaque ensemble de 19 pouces vendu. Combien d’'unités de chaque type
d’écran devraient étre fabriquées ?

Exercice 0.6 (Emplois du temps d’infirmiéres)

Le responsable du service de Cardiologie de I'hopital Saint-Joseph est chargé d’organiser
le planning des infirmieres . Une journée de travail dans ce service est divisée en douze
tranches de deux heures chacune. Les besoins du personnel varient d’'une tranche horaire
a l'autre : par exemple, peu d'infirmieres sont nécessaires la nuit, par contre leffectif doit
étre renforcé le matin afin d’assurer les différents soins a apporter aux patients. le tableau
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ci-dessous donne les besoins de personnel pour chacune des tranches horaires.

Tranchei | Tranches horaires | Nombre minimal d’infirmieres
1 06h-08h 35
2 08h-10h 40
3 10h-12h 40
4 12h-14h 35
5 14h-16h 30
6 16 h-18h 30
7 18h-20h 35
8 20h-22h 30
9 22h-00h 20
10 00h-02h 15
11 02h-04h 15
12 04h-06h 15

Besoin en personnel par tranches horaires

Etablir le probleme d’optimisation donnant un nombre minimal d’infirmiéres nécessaires
pour couvrir tous les besoins, sachant qu'une infirmiere travaille 08 h par jour et qu'elle a
droit a une pose de 2 h au bout de 04 h de travail.

4 Solutions des exercices

Solution 0.1 La variable de décision est la dimension de carré découpé et elle est notée par
X.

Lobjectif ici est de déterminer le volume maximal de la boite construite, ce qui est tra-
duit mathématiquement par :

maxV(x)=x(22-2x)(18—-2x)

avec .
0<x< 5min(22,18) =9.

Solution 0.2 a- La fonction a optimiser est le volume, et sa formule est :
1
V(x)= Ex (45-3x)(30—-2x).

b- La largeur de la boite est obtenue en coupant deux carrés de la feuille cartonnée et
donc
p=30-2x.

La longueur de la boite est obtenue en coupant trois carrés de la feuille cartonnée et

en pliant la longueur en deux,
- 45-3x
==

c- Déterminer D, l'ensemble des valeurs admissibles pour x.

D

1
{0 <x< zmin (45,30)}

{0 < x < 15}.
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d- Levolume exprimé en fonction de x est :
V(x) = 3x° —90x* + 675x.

e- Déterminer la valeur de x pour laquelle le volume est maximal.
On peut simplifier V' comme suit :

V' (x) = 6x(x—15)+3(x—15)?
= (x-15)9x—-45),
donc,
V' (x)=0
ce qui implique
x=150ux=>5.
X 0 5 15
V'(x) + 0 - 0
1500
V(x)
0 0

D’aprés le tableau de la variation deV la solution optimale est x* = 5.

Solution 0.3 La modélisation du probleme :

1. Les variables de décision :
x1 = le nombre de bateaux de type S.
X = le nombre de bateaux de type L.

2. La fonction objectif:
Bénéfice=1000x; +2000x,.

3. Les contraintes :
— L'usine dispose d’'un total de 3000h d’'assemblage, donc

Assemblage

(AssemblagelS) x x1+(Assemblage/L) x x;
50x7 +200x, = 3000.

— L'usine dispose d’'un total de 1300h de peinture, alors

Peinture (Peinture/S) x x1+(Peinture/L) x x,

40x7 +50x3 < 1300.

— L'usine dispose d'un total de 500h de tests,

Test

(test/S) x x1+(test/L) x x»
10x; + 10x, < 500.

- X1,X2 e N*.
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On rassemble les différentes étapes de modélisation, on trouve le probléme d’optimisa-

tion suivant:
max1000x; +2000x,

50x1 +200x2 <3000
40x1 +50x2 <1300
10x; +10x, <500
X1,X2 € N*.

Solution 0.4 Dans cet exercice, le revenu total de la firme est donné par :

R prix de vente sur le marché 1 x q; + prix de vente sur le marché 2 x g,

= pi1g1t+ p292
(60-241) g1 + (80 -242) 2.

Le profit total de la firme s'obtient en calculant la différence entre le revenu et le coiit :

P = R-C
(247 +60q; — 245 +80q2) — (50 +40 (g1 + g2))
~2g% +20q, — 245 + 404> — 50.

Solution 0.5 On note par:
s1 le nombre des écrans plats de 19 pouces et s, le nombre des écrans plats de 21 pouces.
La fonction de cout est :
C=195s; +225s, +400000.

On note par p; le prix de chaque unité de type s, et p, le prix de chaque unité de type s,,
donc
p1=(339-0.0045, —0.01 (51 + $2)),

et
p2=1(399-0.003s; —0.01(s1 + 82)).

Alors le revenu total est

R = pisi+p2s
= (339-0.004s5—0.01(s7+ 52))$1+(399—-0.003s7 —0.01 (87 + $2)) S2.

Le profit total :

P = R-C
((339—-0.00452 —0.01 (51 + $2)) $1 + (399 —0.00357 — 0.01 (57 + $2)) $2) — (19581 + 2255, +400000) .

Solution 0.6 Le probléeme est de déterminer le nombre minimal d’infirmiéres nécessaires
pour couvrir tous les besoins, sachant qu'une infirmiere travaille 08 h par jour et qu'elle a
droit a une pause de 2 h au bout de 04 h de travail.

Modélisation : Il va falloire d’'abord identifier la variable de decision x = (x1,...,Xn),
ou x; désigne le nombre d’'infirmieres commengant a travailler a la tranche i (tranche 1 =
tranche de 6 h a 8 h, tranche 2 = tranche de 8 h a 10h, etc.), n = 12 est donc le nombre de
tranches horaires. L'objectif est de minimiser le nombre d’'infirmieres.

On peut additionner les variables x; car chaque infirmiere n’intervient qu'une fois par
jour. La fonction objectif est donnée tout simplement par (1)

n
min ) _ x;. )
i1
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On doit s'assurer que le nombre d’infirmieres est suffisant durant chaque tranche horaire.
Ainsi, par exemple, durant la premiere tranche horaire, 35 infirmiéres sont nécessaires. Le
nombre d'infirmieéres travaillant durant la premiére tranche horaire est égal au nombre
d'infirmieres ayant commencé a travailler durant les tranches horaires 9, 10, 12, et 1. En
effet, une infirmiére commencgant par exemple a travailler durant la tranche horaire 10 va
travailler durant les tranches horaires 10, 11, 1 et 2 et se reposera durant la tranche horaire
12 puisqu’elle a droit a une pause de 02 h aprés 04 h de travail. Notons par b; le besoin en
infirmieéres pour la période i. On obtient pour la tranche horaire 1 la contrainte (2)

X9+ X711+ X1+ X2 = 35. (2)

De la méme maniere, les contraintes de respect des besoins du personnel pour les tranches
horaires suivantes seront établies. Finalemen le nombre d’infirmieres est nécessairement un
nombre entier. Le modéle mathématique est :

min} ", x;
X9+ X190+ X12 + X1 =35
X10+ X171 + X1 +x2 =40
X11 + X712+ X2 + X3 =40
X2+ X1 +Xx3+x4=35
X1+ X2+ x4+ x5 =30
X9+ X3+ X5+ X6 = 30 3
) X3+ X4+ Xg+ X7 =35 3)
X4+ X5+ X7+ x3 =30
X5+ Xg + Xg + X9 =20
Xeg+ X7+ Xg+Xx190=15
X7+ Xxg+X190+x11=15
Xg+ X9+ X171+ X12=15
Vi=1,...,n:x; €N.
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Chapitre 1

Calcul différentiel

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats du calcul différentiel, essentiel-
lement la définition de la différentielle d’ordre 1 et d’ordre 2.

1 Différentielle d’ordre un

SoientU c R" un ouvertet f: U — R™, quia x = (x1, X2, ..., Xp) ' — f () = (i (X), f2 (), ers fim (x))T.
Avant de donner la définition de la différentiabilité, il est important de rappeler celle de la
continuité :

Définition 1.1 f est dite continue au point xy si
Ve>0,38>0:x—xollgn <8 = || f (x) = f (x0) | g <.

En dimension 1, une fonction f: R — R est différentiable en x( € R s’il existe un nombre
réel f'(xp) tel que:
_ _ I
lim | f (x0+ h) = f(x0) = f'(x0).hl _o.
h—0 | Rl

En dimension strictement supérieure a 1, cette définition se formule comme suit :

Définition 1.2 (La différentiabilité) [ est différentiable au point x, s'il existe une applica-
tion linéaire continue notéeL. € £ (R",R™) telle que

lim I f (xo+ h) = f (x0) = L(A)II _
== Al

0,

autrement dit,
fxo+h)=f(x0) +L(h) +Ihle(h),

avec € est une fonction continue tel quelimy o€ (h) =0.

L'application L € Z (R",R™) est appelée la différentielle de f au point xj et elle est notée
Df (xp). L(h) =Df (xo) (h) est une valeur de R".

Exemple 1.1 Soit f une fonction constante. Il est clair que f est continiiment différen-
tiable, de différentielle nulle. En effet, on a pour tout (x, h) € U x R",

fx+h-f(x)=0.

11



1. DIFFERENTIELLE D’ORDRE UN

Exemple 1.2 Soient f (x) =Ax+ b, avecAe £ R",R™) etbeR™ et xg e R", ona

fxo+h) = Axo+h)+b
= f(x0) +A(h),
d’oil,
Df (x0) =A.

Exercice 1.1 Montrer que si f est différentiable en un point xy alors f est nécessairement
continue au point xy.

Définition 1.3 Soit U un ouvert de R" et f une fonction définie de U dans R™. f est dite
différentiable sur U, si f est différentiable sur tout point xo € U. Dans ce cas, on appelle
différentielle de f la fonction
Df:U—- <2 ®R",R™
x—Df(x).

Si de plus, la différentielle D f est une fonction continue sur U, alors on dit que f est conti-
niiment différentiable ou f est de classe C'.

On appelle dérivées partielles de f les fonctions notées % définies par :
J

fi(X1 o Xj+6,Xj41,00 0, X0) = fi (X150, X5)

0fi (x) =lim
ax]' B t—0 t ’

on définit la matrice jacobienne au point x comme la matrice de 'application linéaire
Df(x) dans les bases canoniques de R" et R” . Elle est donnée par

_9fi

=——(x) i=1,..m, j=1,..,n.
Xj

[Df (x)] ij

Si m=1, onnote Vf (x) la matrice transposée de D f (x) appelé gradient de f au point x.

Remarque 1.1 [ peutavoir des derivées partielles sans quelle soit différentiable. Par exemple
si l'on prend f : R?> — R définie par
_1
Flxy)= xy(x*+y?) 72 six*+y* #0
0six=y=0,

La fonction f est nulle au point (0,0), ses dérivées partielles existent et elles sont nulles alors
que la fonction n'est pas différentiable en ce point. D'apres le théoréme précédent, on a

[ (hy, hy)

f0,00+Df(0,0) () + Ikl (h)
Ihle(h),

1
oit | hll = (h§ + h3)?%. Pour h=(3t,41), ona f(ﬁ’;l’ﬁlt) = %, qui ne tend pas vers zéro avec t.

Le lemme suivant permet dans le cas d'une fonction différentiable de calculer de fa-
con pratique sa différentielle.

Lemme 1.1 Soit f une fonction définie de R" versR™ différentiable au point x, alors

limf(x+ th)— f(x)
t—0 t

=Df (x) (h).

12



1. DIFFERENTIELLE D’ORDRE UN

Preuve. On suppose que f est différentiable au point x, alors pour tout ¢ € I un ouvert de

R,ona:
fx+th)=fxX)+tDf(x)(h)+|lthle(th),

avec lim;_ge(th) =0.
On en déduit que,

=Df () (h).

limf(x+ th) - f (x)
—0 t
m

Exemple 1.3 Soit f une fonction quadratique,
1
fx)= 3 (x,Ax) + (b, x) .

A € Mu,n) (R) une matrice symétrique et b € M, 1) (R). Calculer la différentielle de [ au

point x.
I suffit de calculer,
th) —
Df (0 () =lim L&M=
t—0 t
Ona,
1
fx+th) = 2 (x+th, A(x+th)+{bx+th)
G
1 N
=5 (x,Ax) + (b, x) +3 [£(x, AR) + t(h, Ax) + 2 (h, ARY] + (b, h)
1
= f(x)+ t(Ax+b,h)+§t2<h,Ah)
Doy,

1
f(x+th) —f(x)=t{(Ax+b,hy+ Etz (h,Ah)
En dévisant par t,

fx+th) - f(x)
t

1
=(Ax+b, h>+§t<h,Ah>,

et par passage a la limite, on trouve,
Df (x) (h) = (Ax+b, hy,VheR"

Dong,
Df(x)=(Ax+Db)T.
Exercice 1.2 Montrer que les fonctions suivantes sont différetiables,
1. f(x)=(x,Ax),x€R", avecAe M, , (R).
2. f(xy)=x*+y%(x,y) e R
3. f(x)=lxl,xeR”.

Calculer leurs différentielles.
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2. DIFFERENTIELLE D’ORDRE DEUX

2 Différentielle d’ordre deux

Définition 1.4 Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R" versR. Supposons que f
est différentiable en tout point deU. OnaDf :U cR" — £ (R",R™), et si de plusDf est
différentiable en un point x € U, on dira que f est deux fois différentiable en x. La différen-
tielle d’'ordre 2 au point x est notée sz (x).

Théoreme 1.1 [6] Soit U un ouvert deR" et f une fonction définie de U dansR. f est deux
fois différentiable en un point x, alors, il existe une matrice symétrique notée V2 f (x) et une
fonction continuee (-) avece (||h|]) — 0 quand h — 0, telle que

flx+ h):f(x)+Df(x).h+%hTV2f(x)h+ Ikl e (h);

La matrice V? f (x) est appelée matrice Hessienne de f au point x, elle définit comme suit

FPf
V2 f(x)= ( (x)) ,
6x,-xj ii=1n

,i,j=1,n
o 7 7 7
gf f f
gf% ( ) axazzaxl ( ) 8)512 - (x)
g5 gf 9f
v2f (x) — ax18x2 (X) 8}6% (X) o axnxz (a)
azf' azf. azf
Drix, (x) Dox, (%) 2 (%)
Exemple 1.4 Soit la forme qudratique,
q(x) :%<x,Hx>+<x, by, (L1

Ou H est une matrice symétrique d'ordre n. On sait déja que,
Dq(x)=Hx+b)'.
On déduit que,
V2q(x)=H.
3 Exercices

Exercice 1.3 Soient les fonctions suivantes :

1.
3 3
filx)= Ex‘;‘ + 2x§ + Ex% + X1X2 +2XpX3 —3X] — X3
2.
fo () = (x1 = 1)* +10(x; — x2)°
3.

f3(x) =5x7 +5x5 — X1 + 117 + 11x + 11

1. CalculerV f; (x) etszi (x) pouri=1,2 et3.

14



3. EXERCICES

2. Parmi ces fonctions lesquelles sont quadratiques ? Justifier ?

Exercice 1.4 DéterminerD f(x) et V? f(x) de la fonction quadratique :
1
fx) = 3 (x,Ax) +{x, b) +c,
avecA e M,y M(R), be M(R) et ce R.

Exercice 1.5 Donner le dévelopement de Taylor a l'ordre 2 pour la fonction f au voisinage
du point xy avec :
a) f=xe2+x+1, x=(1,0".

b) f(x)=x]+2xix5+x5, xo=(1,1)7.

Exercice 1.6 Soit x (1) = (€', t?, t)T, rER, et f(X)=x1X5+ X1 + X3, X = (X1, %2, X3) " € R3.
Trouver % f(x(1) entermesdet.

Exercice 1.7 Le but de l'exercice est de retrouver la formule de Taylor pour une fonction f :
R" — R. Soit f € C?, soient x et xy € R" et soit

(x — xp)
zl)=xp+a .
llx— xoll

on définit la fonction,

a— ¢ ()= f(z(a).
1. Déterminer ¢' (a) et ¢" (o).

2. Enremarquant que f (x) = (llx—xoll), en déduire que,
1 T o2 2
f (%) = f (x0) + D f (x0) (x — x0) + 5 (X=%0) Vv £ (x0) (x—x0) + 0 (llx— x0 1)

Exercice 1.8 Soit ¢ une application continue deR dansR, et f, g :R?> — R définies par,

x+y Xy
f(x,y):f0 @ dt et g(x,y):fO @(ndt.

1. Montrer que f et g sont de classe € surR?.
2. Notons parDf (x,y) etDg(x,y) les diférentielless de f et g au point (x, y) repective-
ment. Calculer

Df (x,y) (h k) etDg(x,y)(h,k) pour tout (h, k) € R*.

Exercice 1.9 Soient f : R" — R et x : R — R" deux fonctions de classe C*>. On définit la
fonction réelle g (t) = f (x(1)).

1. Calculer g" (t) dans le cas ot x (t) = u+ tv oit u et v sont deux vecteurs deR".

2. Calculer g" (t) pour x (t) quelconque.
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4. SOLUTIONS DES EXERCICES

4 Solutions des exercices

Solution 1.1 Soient les fonctions suivantes

1.
3 3
filx)= Ex% +2x§ + Exg + X1X2 +2X2X3 —3X] — X3
2.
fo () = (x1 = 1% +10(x; — x)°
3.

f3(x) =5x7 +5x5 — X122 + 117 + 11X + 11

1. CalculerV f; (x) etszi (x) pouri=1,2et3.

3x;+x,—-3 310
Vi@ =| 4x+x+2x3 |etVPi()=|1 4 2 |,
3x3+2xp — 1 02 3
[ 22x)-20x, -2 s [ 22 —20
VfZ(x)‘( ~20x; + 20, )etv OI=1 59 29 ]
[ 10x-xp+11 2 [ 10 -1
Vf?’(x)‘(—x1+10x2+11)etvﬁ°’(x)‘ -1 10 |’

2. Comme V? f; (x) est constante et symétrique, alors f; est quadratique pouri=1,2 et
3.

Solution 1.2 Il est clair que la fonction f est de classe C?, donc on peut appliquer le lemme

1.1,
Df(x)h:ltir%f(XJr ”? it}

Ona

fx+th) = %<x+ th,A(x+th))+(b,x+ th)

fx)

s N

= %(x,Ax>+<b,x)+%[t(x,Ah>+t(h,Ax>+t2(h,Ah)]+t<b,h>
= f(x)+%[t(ATx,h>+t(h,Ax)+t2<h,Ah)]+t(b,h)

Dou . .
fx+th)—f(x)= t<§(AT+A)x+b,h>+Etz(h,Ah)

En dévisant par t

fx+th) - f(x) _
t

1 1
<§(AT+A)x+b,h>+§t<h,Ah),

et par passage a la limite, on trouve

Df (x)(h) = <%(AT+A)x+ b,h>,Vh€[R2”

Donc ]
Df(x):E(AT+A)x+b.
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4. SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 1.3 Soir x (1) = (e’, %, t)T, reR, et f(x)= x1x§ + X1X2 + X3, X = (X1, X2, X3) | € R3.
Trouver % f(x(2) entermesdet.

Rappel :

Théoreme : Soit f : D c R" — R, différentiable sur D, et soit x : (a,b) c R — D, diffé-
rentiable sur (a, b). Alors, la fonction composée h : (a, b) — R, définir par h(t) = f (x (1)) est
différentaible sur (a, b) et

W) = Df(x(t)ox (f)
xy (8)
x, (1)

= Vix@T|
Xy, (1)

D’aprés le théoreme, on a

Df (x(1)ox'(t)

1+2¢ exp (1)
< exp (1) , 2t >
2exp(t)+1 1

(1+20) exp(¢) +2texp (1) + (2exp (1) +1).

Solution 1.4 Rappel : Soit f € C?, le développement de Taylor a U'ordre 2 pour la fonction
f au voisinage du point xy est donné par,

1
[ (x) = f (x0) +Df (x0) (x = %0) + (x—x0) " V2 (x0) (x — Xo) + 0 (1 x = x0lI%).

a)

fx

T
x1—1 1 x1—1 0 -1 xl—l 2
oo % T (8 7)ot

2+x1 = 1+ x5 —2x1%2 + 222 + 0 ([l x = xo1%) .

b)

N
_ x1—1 1 x1—1 16 8 x1—1 _ 2
f(x)_4+(8,8)(x2_1)+2(x2_1) (8 16)(x2_1)+0(||x xoll*).

Solution 1.5 Le but de l'exercice est de retrouver la formule de Taylor pour une fonction f :
R" — R. Soit f € C?, soient x et xy € R" et soit,

(x — xp)

Il = ol

zl)=xp+a

On définit la fonction,
a— ¢ (o) = f(z(a).
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4. SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Déterminer ¢' (a) et ¢" (o).
Onad:R— Restdéfini par:

¢ = f(z(®)
(x—xo))
= + .
f(x° M=ol
En utilisant la regle de dérivation des fonctions composées, on obtient,
¢’ (@ = Df(z(@)oDz(a)
(x — Xo)
= D
e
_ 1 T T
= Tx—xol (x—x0) Df(z(a) .
et
" _ Y
¢ = —(¢' (@)
_ 1 T4 T
= Tx—xol (x = Xo) o (Df(z(@)")
_ 1 T T
= =T (x—x0) ' D(Df)(z(x) ' Dz ()
1
= ——— (x-x) V*f(2(®) (x— xp).
llx = xoll
2. Enremarquant que,
f@ = ¢llx—xol)
_ Y
= 0@+ 2y 0+ 0L 40y o1 ),

d’oil,
1
[ ()= [ (x0) +Df (x0) (x = %) + (x—x0) " V2 (x0) (x — Xo) + 0 Il x = xo0lI%).

Solution 1.6 1. On remarque que f = f o f> avec,

t
fi(0) :fo @(s)ds, et fo(x,y)=x+y. (1.2)

2. Comme @ est continue on déduit que f, est de classe C'. f, est évidement de classe
Cl. On déduit que la composée f est de classe C'.

En utilisant la regle de dérivation des fonctions composées, on obtient,

Df(x,y)(h, k)T =Dfi(f20 o) (x,¥)
=Dfi(fa(x,y) oD fa(x, y)(h, k)T,

d’oil,
Df(x,(h k" =ex+y1,1)MHh T
=(px+y),0x+y)(h k)T
=px+y)(h+k).
— Meéme raisonnement pour g, on trouve,
Dgx, (KT =@y y,x)h DT
= (@(xy)y, pxy)x) (h, k)"

=@(xy)(yh+ xk).
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Chapitre 2

Analyse convexe

Ce chapitre présente les éléments d’analyse convexe qui nous seront utiles pour étu-
dier les problémes d’optimisation et les algorithmes qui les résolvent.
1 Ensembles convexes
Définition 2.1 (Un segment) Soient x,y € R", on appelle un segment de R", I'ensemble
noté et défini par,

[x,y1={(1-)x+ay:ae(0,1]}.
Définition 2.2 (Ensemble convexe) SoitC c R", C est dit convexe si
VA€[0,1],Vx,yeC:(1-A)x+AyeC, 2.1)
ou d’'une maniere équivalente
Vo, eRy, aveca+p=1,Vx,yeC: ax+PyeC,

ou bien,
Vx,yeC,|[x,y] =C.

Exemple 2.1 ¢ etR" sont deux ensembles convexes.

Exemple 2.2 Un sous-espace vectoriel est évidemment convexe, de méme pour un sous es-
pace affine qui n'est rien d'autre que le translaté d'un sous-espace vectoriel.

Exemple 2.3 Soit 'ensemble
M={xeR®: x; +2x, — x3 =4},
I'ensemble 11 peut aussi s'écrire comme suit :
M={xeR®:x " p=4},

avecp=(1,2,-1)" . Lensemble II est appelé hyperplan', le vecteur p est dit vecteur normal.

1. C’est aussi un sous espace affine c-a-d IT = F + a, ou F est un sous-espace vectoriel de R” et a un
vecteur fixé dans R”.

19



2. FONCTIONS CONVEXES

L'ensemble 11 est-il convexe ?
Soient A€ [0,1] et x, y € I1. Montrons que (1-A) x+Ayellie.

pT[(l—)\)x+)\y)i4.
Ona,
(P, A=Nx+Ay)=A=-N{(p,x)+ A (p,y) =1 -N4+ A4 =4.

Donc, (1-A)x+Aye Il. La convexité de 11 s'ensuit.
D’'une maniere générale un hyperplan H de R" est défini a partir d'un vecteur normal p
et une constante«, c-a-dH={xeR": x"p=a}.

Exemple 2.4 LensembleH_={xeR": x" p < a} estappelé demi-espace négatif, d’une ma-
niere équivalente on définit l'autre demi-espace positif Hy, = {x e R": x" p > a} associé a
I'hyperplan H.

Le lecteur peut vérifier que H,. et H_ sont aussi des ensembles convexes.

* e
*——o \
Ensembles non convexes Ensembles convexes
Proposition 2.1 m Si (2 est un ensemble convexe et € R, alors

p2=1{y:y=px,xe 2}

est aussi convexe.
m Si() et(), sontdeux ensembles convexes, alors

91+ng{x+y:x€ Ql etyeﬂg}

est convexe.
m S0it{C;};c; unefamille d’ensembles convexes (1 est un ensemble d’indices quelconques
dénombrable ou non). Alors, N;c1C; est convexe.

2 Fonctions Convexes

Définition 2.3 Soit C un ensemble convexe deR"et f: C — R.
— fest dite convexe si

YAE[0,1],Vx,yeC: f(1-Nx+Ay)<A-Nf@+Af(y), 2.2)

ou
VA€E[0,1],Vx,yeC: f(x+A(y—x)) = fFO)+A(f(¥)-f ),
ou aussi

Vp,q=0,p+q=1:f(px+qy)<pf@)+qf(y),
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2. FONCTIONS CONVEXES

— f estdite strictement convexe si
VA€10,1[,Vx,yeCetx#y: f(A-Nx+Ay)<1=Nfx)+Af(y).

Exemple 2.5 SoitL:R" — R une application linéaire, et a € R, on définit une application
affine h par h(x) =L(x) + a.

Soient A€ [0,1], (x,y) eR"xR", onah((1-N)x+Ay)=L((1-Nx+Ay)+a.

La linéarité deL donne

h(1-Mx+Ay)=1-MLx)+AL(y) +«
=(1-ML@+AL(y)+ Q- Mo+ A«
=1-MNCL®+a)+A(L(y)+a)
=(1=-Nf@+Af(y).

D'ois f est convexe.

(1-A)f(x)+Af(y)

f((1-N)x+Ay)

X (1-A)x+Ay Y

FIGURE 2.1 — Représentation graphique d'une fonction convexe

Remarque 2.1 Une fonction strictement convexe est évidemment convexe. La réciproque
n'est pas toujours vraie, il suffit de prendre l'application affine comme un contre exemple.

Définition 2.4 (Fonction concave) SoitC un ensemble convexedeR" et f : C — R. fest dite
concave si (- f) est convexe i.e.

YA€E[0,1],Vx,yeC: f(1-Nx+Ay)=(1-N) f () +Af(y).
Remarque 2.2 Toute application affine est convexe et concave a la fois.

La notion d’ensemble suivante met bien le lien entre une fonction et un ensemble
convexe.

Définition 2.5 — Lépigraphede f estla partie de CxR" qui est au dessus de son graphe.
On le noteepiy et
epip={(x,0): f (x) <a}
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2. FONCTIONS CONVEXES

— L'hypographe de f est la partie de C x R" qui est au dessous de son graphe. On le note

hypy et
hypr={(x,0: f (x) 2 o}

Proposition 2.2 Soit f : C cR" — R, avec C convexe. Alors, f est convexe (resp. concave) si
et seulement si son épigraphe (resp. hypographe) est convexe.
Preuve. Supposons que f est convexe et montrons que epiy est convexe i.e.

:
(1=A) (x1,00) + A (x2,0) € epiy

ce qui est équivalent a

(1=AN)x1+Ax, (1 -AN)ag +Aos) é epif < f((1-ANx1+Ax2) < (1-AN)ay +Aas.

Soient (x1,a1), (x2,00) € epif.
On a f est convexe, donc

f((l -A) X1 +)\x2) <(1 —)\)f(xl) +)\f()C2) <(1-A) o +7\O(2,

la dérniére inégalité est diie au fait que (x1,x1) € epis et (x2,02) € epiy, ainsi epiy est
convexe.

Réciproquement, supposons que epiy est convexe et montrons la convexité de f .
Soient x1,x, € C et A€ [0,1]. Ona(x1, f (x1)) € epiy et (x2, f (x2)) € epiy.

Par la convexité de I'épigraphe on déduit que,

(1 =N (x1, f (x1)) + A (x2, f (x2)) € epiy.
Ceci se traduit par
(1= A) (1, £ (x1) + A (x2, £ (x2)) = (A =N 21+ Ax2, A= A) f(x1) + A f (x2)) € epiy,

donc
f((l—)\)x1+)\x2) < (1—A)f(x1)+)\f(x2).

D'oii le résultat. m

Exemple 2.6 Les fonctions suivantes sont convexes ou concaves selon la convexité de leurs
épigraphe ou hypographe.

— x— x? est convexe

— Xx— /X est concave.

— X — exp (x) est convexe.

— (x1,%) — 3 (%3 + x2) est convexe.
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3. PROPRIETES DES FONCTIONS CONVEXES

JEe
AN
= A

1

3 Propriétés des fonctions convexes

e
-

Proposition 2.3 Soient f,g: C cR" — R, avec C convexe, f et g deux fonctions convexes.

1. f+ g est convexe.
2. Sia>0,af estconvexe.

3. La fonction h(x) = max (f (x), g (x)) est convexe.

Les fonctions convexes ne peuvent avoir un point de discontinuité qu’aux points fron-
tieres de leurs domaine, comme le montre le théoreme suivant.

Théoreme 2.1 [3] Soient C un convexe deR" d’intérieur non vide et f : C — R une fonction
convexe. Alors, [ est continue surintC (I'intérieur de C).

Théoreme 2.2 (Caractérisation de la convexité par le gradient) Soient C c R" un ouvert
convexeet f : C — R, différentiable. Alors, f est convexe sur C si et seulement si

Vx,yeC:f(y) = f)+(Vf(x),y—x). (2.3)
Preuve. Soit | une fonction convexe i.e.
Vx,yeCAe[0,1]: f(x+A(y—x)) < fF)+A(f(¥y) - f)
En retranchant f (x) des deux termes de l'inégalité et en divisant par \, on obtient

fletAy-x)-f) _
- <

fy)-f.
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3. PROPRIETES DES FONCTIONS CONVEXES

En faisant tendre A vers 0 et en appliquant le lemme 1.1, on a la nécessité

mf(x+)\(y—x))—f(x)
A—0 A

=(Vf(0),y-x)< f(y)-f ).

Soient a présent x,y € C et A € [0,1]. Posons x) = x + A (y — x). En retranchant respecti-
vement x et y de x), on trouve

{ x—x=A(y—x)
—y=01-N(x-y).

En appliquant la relation (2.3) a la fonction f respectivement aux point (x, x) et (y, x»), on

obtient
{ f =2 )= A(Vf (), y - x)
fF)=fE)+A=N{Vf(x),y—x).

En multipliant respectivement ces deux inégalités par (1 —\) et A

{ A=A Ff@)=0=A)Fx)-AA=N{(Vf(x)),y—x)
Af(Y) 2 Af ) +AA =N {Vf(xn),y—x)

La somme des deux inégalités donne la relation (2.2) assurant la convexité de f. m

Théoreme 2.3 (Caractérisation de la convexité par la matrice hessienne) SoitC c R"” un
ouvert convexe; f : C — R, de classe C?. Alors,

f est convexe (resp. strictement convexe) sur C si et seulement si pour tout x € C, V2 f (x)
est semi-définie positive (resp.définie positive) sur C i.e.

VyeR":{y,V*f (x)y)=0. (2.4)

Preuve. Supposons que f est convexe, et soit x € C. On veut montrer la relation (2.4). Vue
que C est ouvert, alors pour tout y € R", il existe A suffisamment petit avec |A| #0 tel que
x+ Ay € C. Du théoreme précédent et la différentiabilté d’ordre 2 de f on a

Fx+Ay) = fFO+A(Vf(x),y), (2.5)

1
f+Ay)= O+ MVF0,0)+ (VP @y )+ X y[Pe(hy). @8

En substituant, (2.6) dans (2.5), on trouve
1
VL@ y)+ X [y[Pe(dy) zo0. 2.7

En divisant la relation (2.7) par A2 et en faisant tendre A — 0, d’ou1 la relation (2.4). Ré-
ciproquement, supposons que la matrice hessienne et semidéfinie positive en tout point
dans C. Considérons x et y dans C, du développement de Taylor avec reste de la Moyenne,
ona

f(y)=f(x)+<Vf(x),y—x>+%(sz(?)y—x,y—@ 2.8)

ol ¥=Ax+ (1 -A) y pour un certain A € ]0, 1. Notons que y € C par convexité, de la semi-
définie positivité de la matrice Hessienne V? f () et de (2.8), on déduit que

f)=f@+{(Vfx),y—x).

Puisque x et y sont quelconques dans C, la convexité de f se déduit du théoréme précé-
dent. m
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4. EXERCICES

4 Exercices

Exercice 2.1 Un hyperplan II c R" est I'ensemble de points vérifiant I'équation < a, x >= o
ca.d

II={x:<a,x>=a}.

— Montrer que 11 est fermé.

— Montrer que 11 est convexe.
Exercice 2.2 Tracer les ensembles suivants sur un plan orthonormé et indiquer ceux qui
sont convexes :
:x?+y? <1}
A y) e R =12+ (y+3)° <3}
eR%: (x+1)*+y*>5}

~
—i—
~—
<
~—
m
E=|
[\

y)
y)€R2'0<x2+y <11}
(x,y)eRZ:2< X+ y* < 4}
y)eR?:y > x?}

y)eR%: |y[+1xl <1}
(xy) eR?:y > Lo}

Exercice 2.3 Soient les ensembles

2
3
4
5.
6
7
8

S1={x:2<x1 <5, x, =4}
So={x:x1+x<5, - xX1+X+x3<7,Xx1,X2,x3=0}
L2 2,2
Sg={x:x{+x5+x5<9,x1+x3=2}
1. Ces ensembles sont-ils convexes ?

2. Trouver linterieur et la fermeture des ces ensembles. Sont-ils convexes ?

Exercice 2.4 Montrer que C est convexe si et seulement si

k k
:{Zaixi :keN,x;eCera; €10,1] pouri=1,...,k, avec ) «; = 1}.
i1 i-1

Indication : Démontrer ce résultat par récurrence.

Exercice 2.5 On se donne une famille de fonctions convexes (f;) c1 avecl un ensemble quel-
conque d’indices. On définit la fonction

f=supfi

i€l
1. Montrer que
epif=nNjeepif;

2. En déduire que [ est convexe.

Exercice 2.6 SoientC cR" un ensemble convexe et f : C c R" — R une fonction convexe. Si
X1,X2,..., Xk € CetA; €10,1] tel que Zle A; =1 montrer que

k k
f(z )\ixi) <Y Aif(x)).
i-1 i1
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5. SOLUTIONS DES EXERCICES

5 Solutions des exercices
Solution 2.1 Soient les ensembles
Si={xeR*:2<x, <5, x, =4},

SZZ{XERZZ)CI+JC2S5, —JC1+XZ+JC3S7,X1,JC2,X320}
et
S3={xeR*: X’ +x5+x5<9,x1 +x3=2}.

1. Oui, les ensembles S1,S» et S3 sont convexes car ils sont écrit comme l'intersection des
sous ensembles convexesi.e.S1 =S1NSINST avecS) = {x e R*:2 < x1},59 = {x e R?*: x; <5}
erS3={xeR?: xp =4}.

2. Ona
$1=9,51=5;
SZZ{XERZZX1+JC2<5,—X1+XZ+X3<7,X1,)C2,JC3>0},SZZSZ
83:®,g3283.

o -

Par conséquent, S;,S; sont convexesi=1,2,3.

Solution 2.2 1. Montrer que epi f =Njc1epif;.
Soit (x,a) e epif. On a,

fx)=q
=
sup fi (x) < «q,
iel
=
fix)=a,Vie],
—

(x,0) € Njerepi f;.

Douepif =njcepif;.
2. Comme les fonctions f; sont convexes, donc epi f; est convexe pour tout i €1, ce qui
implique que epi f = N;c1epi f; est convexe, alors [ est convexe.

Solution 2.3 Soient C c R" un ensemble convexe et f : C c R"” — R une fonction convexe.
Si x1,%2,...,xp € CetA; €10,1] tel que Zle A\i =1 montrer que

k k
f (Z Aixi) <Y N f(x). (2.9)
i=1 i1

On démontre par récurrence. Pour k =1 la propriété 2.9 est triviale. Pour k = 2, ¢ca découle
immeédiatement de la définition d’'une fonction convexe

FA1x1+A2x2) <A f(x) + Ao f (x2).

26



5. SOLUTIONS DES EXERCICES

Maintenant, on suppose que la propriété est vraie au rang k et on montre qu'elle est vraie
aurangk+1 i.e. pour x1,xz,..., Xk, Xk+1 € C et A; € [0,1] tel quezk‘“1 Ai =1 montrer que

k+1 k+1
f(z Aixi) <) Nif(x).
i=1 i=1

Ona,
k+1
2 Ai=1,
i=1
Z)\i +Agr1 =
i=1
donc,
k
Y Ai=1—Ag (2.10)
i=1

En divisant l'équation 2.10 par 1 — A1, on obtient,

Ai=1,
1- )\k+lz l
ce qui donne,
k A;
Y=
i=1 1_)\k+1
Ona
k+1
f(z)\ ) f((l )‘\k+1)z‘,1 X xz+)\k+1xk+1)
i=1 k+1
On note par
k )\i .
zZ= ;.
i 11_)\k+1 '

Comme l'ensemble C est convexe alors (voir l'exercice 4) z € C, et par ailleurs, par la convexité
def,ona

k )\.
< (1—)\k+1)f(z 1—)\161)61) + A1 f (Xpa1).
+

A
f((l )\k+1)z Xi+ A1 Xk+1
i=1

_)\k+1

d’apres 'hypothese de récurrence,

k \; k
B Einr.

i=1 i=1

D’oii le résultat.

27



Chapitre 3

Résultats d’existence et d’'unicité

Dans ce chapitre, on présente des hypotheses sous lesquelles le probleme

inf  f(x) 3.1)

xe2cRrn

admet au moins une solution i.e. f(x*) =min__)_pn. f (x), avec f:R" — R.
On définit le domaine de f par,

dom(f)={xeR"/f(x) < +oo}.

On dit que f est propre si elle ne vaut jamais —oco et dom(f) # @

1 Extremums d’une fonction

La fonction f peut avoir des valeurs extrémales : des minima (les plus petites valeurs )
ou des maxima (les plus grandes valeurs) sur tout le domaine de définition {2 ou bien sur
une certaine partie.

Définition 3.1 Soient {2 un ensemble deR" et f une fonction de {2 — R (voir la figure 3.1).

1. Ondit que f admet un minimum global au point x* € {2 si
Vxef, f(x*) s f(x). (3.2)
2. Ondit que f admet un maximum global au point x* € {2 si
Vxef, f(x*)= f(x). (3.3)
3. Le minimum est appelé strict si
Vxe 2, avecx#x*, f(x*) < f(x). (3.4)
4. Le maximum est appelé strict si
Vxe 2 avecx#x", f(x*)> f(x). (3.5)

5. Ondit que f admet un minimum local au point x* € (2 s'il existe r > 0 tel que
VxeB(r,x" )N, f(x") < f(x). (3.6)
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1. EXTREMUMS D’'UNE FONCTION

6. Ondit que f admet un maximum local au point x* € {2 s'il existe r > 0 tel que

VxeB(r,x")n, f(x*)= f(x). (3.7)

7. Ondit que x* est un minimum local srict de f sur (2, s'il exister > 0 tel que

VxeB(rx")n2avecx#x*, f(x*) < f(x). (3.8)

8. Ondit que x* est un maximum local srict de f sur {2, s'il existe r > 0 tel que

VxeB(rx")n2avecx#x*, f(x*)> f(x). (3.9)

f(x)

FIGURE 3.1 — x; : minimum global strict, x, : minimum local strict et x3 : minimum local (non
strict) .

Exemple 3.1 La fonction f(x) = x> admet un minimum strict au point x* = 0 surR.

Exemple 3.2 La fonction f(x) = cos(x) admet des minimums globaux aux points x* = kmn
pour k € Z et k impair, elle admet des maximums globaux aux points x* = knt pourk € Z et
k pair surR.

Exemple 3.3 La fonction partie entiére E(x) admet un maximum local non strict au point
x*=1surR.

Le théoréme suivant montre qu'un minimum local d'une fonction convexe est également
un minimum global :

Théoréme 3.1 Soient (2 un ensemble convexe deR" et f une fonction convexe de (2 dans
R. Alors, si x* est un minimum local, x* est également un minimum global.
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2. EXISTENCE D’'UN EXTREMUM

Preuve. On procéde par I’absurde, on suppose que la fonction f admet un minimum local
au point x* qui vérifie la relation (3.6) tel que x* n’est pas un minimum global, donc

Ixe Q2: f(x) < f(x). (3.10)

Il est clair que pour un vecteur quelconque x de B (r, x*), et pour un A suffisamment petit
dans ]0,1[,on a

F < f(x"+A(x—x")).
On pose y=x*+A(x—x*), donc y € B(r,x*). Puisque f est convexe, on a

F)=F(x"+A(x=x")) =A=-N f(x") +Af (),

de I'inéquation (3.10), on obtient

F) <=0 ") +Af(x7) = F(x7).

Ce qui est en contradiction avec I’hypothése x* est un minimum local. m

2 Existence d’un extremum

Afin de garantir |'existence et I'unicité d'un minimum global, on doit faire des hypo-
theses sur la fonction objectif et 'ensemble de contraintes (2. En effet, I'existence d’ex-
trema n’est pas garantie pour toute fonction, mais pour une fonction continue sur un
compact (ensemble fermé et borné) on a le théoreme classique de Weierstrass suivant :

Théoreme 3.2 (Théoreme de Weierstrass [6, 8, 9]) Soient {2 un compactdeR" et f : {2 —
R. Si f est une fonction continue sur {2 alors f admet un minimum et un maximum global
sur(2i.e.
Ix" e f2: xlélffzf(x) ‘;;Bf(x) f(x"),
et
ElfceQ:supf(x):mebxf(x):f()%).

xef? Xe

Remarque 3.1 SurR les compacts sont les intervalles fermés [a, b].

Exemple 3.4 Soit [ une fonction définie de 2 = {x € R*: | x||> <1} dans R, x — x1 + xp.
Lensemble {2 est un compact, donc d’apres le théoréme de Weierstrass la fonction f est bor-
née (voir la figure 3.2).

La recherche d'un extremum ne se limite pas a un ensemble fermé borné, dans le cas
ou {2=R", on ne peut pas appliquer le théoreme de Weierstrass. Un autre concept utile
pour I'existence d'un minimum global est introduit dans la défiintion suivante :

Définition 3.2 Soit la fonction f :R" — R, f est dite coercive si

lim f (x) = +o0
| x]|—+o0

i.e. la fonction [ doit étre grande quand | x|| est grand.

Exemple 3.5 La fonction x2, est coercive.
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2. EXISTENCE D’UN EXTREMUM

1.5

Les lignes de niveaux de f

FIGURE 3.2 — La fonction f possede un minimum au point % = (——2, ——2) et un maximum au

272
point x* = (%,‘/72)

Exemple 3.6 Un autre exemple d’'une fonction coercive est la fonction f définie deR" dans
R par,
f(x1,x2) = x‘;‘ + x%.

Exemple 3.7 Soit la fonction
fx1,X0) = x7 — x3.

f nest pas coercive, car si on considere la suite x, = (0,n) pour neN. On a,
lim ||x,] = +oo
n—oo

alors,
lim f (xp) = lim (=n%) = —co.

Exemple 3.8 La fonction f(x) = x3, nest pas coercive (f — —00, X — —o0)
Exemple 3.9 La fonction f(x) =exp(x) , n'est pas coercive (f — 0,x — —00)

Dans le cas ou1 {2=R", on a le résultat suivant :

Théoréme 3.3 Soir f : R" — R, une fonction propre, continue et coercive. Alors le pro-
bleme 3.1 admet au moins une solution.

Preuve. On note d =infycg» f (x), comme f est propre, alors

d < +oo. (3.11)
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2. EXISTENCE D’'UN EXTREMUM

De la définition de I'inf, on a

Ve>0,3x(): f(x)—e<d.

Pour g, = %, on trouve

1
Vn>0,3xn:f(xn)—; <d,
ce qui donne

d<f(xn)<d+%.

La suite (x5) e €st appelée suite minimisante et elle vérifie,
lim_f (xp) =d.

Maintenant, on veut montrer que la suite (x,),cn €st bornée. En effet,on raisonne par
I’absurde, on suppose que (x;) ey 'est pas bornée, en déduit que lim;,_.o [ X, 1l = +o0, la
coercivité de f, implique que lim,,_, f (x,) = +00, ceci est en contradiction avec (3.11) ,
d’ot1 (x,) ,en €St bornée . Alors, on peut extraire de (x,) ,en Une sous-suite convergente,

. *
(xnk)nk / n%cl_rgoxnk =X,

donc,
lim _f(xn)=f(x")=d.

Nj—00

D’ot, le probleme admet une solution. =

Exemple 3.10 f(x) = x? est coercive et continue sur R, donc elle admet un minimum au
point x* =0.

Exemple 3.11 f(x) = x> nest pas coercive et elle nwadmet pas de minimum sur R.

2 . . . .
Exemple 3.12 f(x) = —exp(—xf)cos(x) n'est pas coercive mais elle admet un minimum
au point x* = 0. D’out la coercivité est une condition suffisante mais pas nécessaire dans le
théoreme 3.3.
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3. UNICITE D’'UN EXTREMUM

150

0 150
-3 -2 -1 0 1 2 3 -5 0 5

FIGURE 3.3 — Graphe de la fonction f(x) = x? FIGURE 3.4 - Graphe de la fonction f(x) = x*

1
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02t
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FIGURE 3.5 — Graphe de la fonction f(x) =
2
—exp(—7)cos(x)

3 Unicité d’un extremum

Un concept important pour I'unicité est la convexité stricte.

Théoreme 3.4 Soit f:R" — R, si f est strictement convexe, alors le probleme (3.1) admet
au plus une solution.

Preuve. On démontre par 'absurde. On suppose qu'’il existe deux solutions globales x;, x»
avec x; # x» (ici f (x1) = f (x2)) pour (3.1). Comme f est strictement convexe et pour A = %,
on obtient

1 1 1 1
f(Exl + Exz) < Ef(xl) + Ef(xZ) =f(x2),

ceci est en contradiction avec le fait que f (x,) est la plus petite valeur. m

Exemple 3.13 Soit f une fonction définie deR?* dans R, x = (x1,x2) — f(x) = x5 + x5.
En calculant sa matrice hessienne, on trouve,

2 0

2000
Vifm=|,

>0,
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donc, f est strictement convexe. D'apres les résultats vus dans la section précédente f est
aussi propre et coercive et donc elle admet un seul minimum globale au point x* = (0,0).

Définition 3.3 Soit f : R” — R, avec f € C!. On dit que f est une fonction elliptique de
constante a > 0 si

Vx,yeR":(Vf(x)-Vf(y),x—y) 20(||x—y{|2.
Théoreme 3.5 Si la fonction objectif f du probléme (3.1) est elliptique et coercive, alors f

est strictement convexe, en particulier le probleme (3.1) admet une unique solution opti-
male.

4 Exercices

Exercice 3.1 On consideére le probleme d'optimisation suivant :
min f(x). (3.12)
xel?
Etudier l'existence et l'unicité des solutions du probleme (3.12) pour les différentes condi-
tions suivantes :
1. fx)=x?et
a) 2={xeR:|x| <1}
b) 2={xeR:|x|=1}.
c) 2={xeR:|x|=1}.
d 2={xeR:|x|>1}.
2. fx)=x1+x2et
a) Q={xeR?:|x|*=<1}.
b) 2={xeR*:|x|*=1}.
0 2={xeR?*:x? <1-x,}.
d) Q={xeR?:|x| =1}

Exercice 3.2 (Linégalité de rayleigh) On noteparS,, (R) I'ensemble des matrices symétriques
carrées d’'ordre n.

1. Montrer que si H € S, (R) et définie positive alors il existe une constante a > 0 véri-
fiant :
(x,Hx) = af| x[)*

2. SoitH €S, (R) et définie positive. En déduire que la fonction quadratique
1
fx)= 3 (x,Hx) +(x,b) + ¢
est coercive.
3. Endéduire que le probleme d’'optimisation min,crn f (x) admet une unique solution.

Indication 3.1 Soit une matriceH € S,, (R). Rappelons qu'il existe une matrice orthogonale
O, formée de vecteurs propres de H, tel que

H=0"DO

out la matrice D est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs
propres de H.

Exercice 3.3 Supposons que x* est un minimum local de f sur (2, et 2 < (2. Montrer que
si x* est un point intérieur de §2, alors x* est un minimum local de f sur §2'. Montrer que la
méme conclusion ne peut pas étre donnée si x* n'est pas un point intérieur dans (2.
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Chapitre 4
Conditions d’optimalités

Lobjectif de ce chapitre est de donner les conditions nécessaires ou suffisantes, pour
qu’'un point x* soit un minimum local, pour le probléeme d’optmisation sans contraintes

suivant :
min f (x)

x € R"™, 4.1

Définition 4.1 Soit f € C!. Un point critique ou stationnaire, c'est un point qui vérifie
Vf(x*) = O[th.
Exemple 4.1 Soit la fonction f définie surR?
f(xy)=2x+xy* +5x* + 7,
Les points critiques de la fonction f, sont les solutions de I'équation suivante :

Vf(x,y)=0g

ce qui implique
6x2+y>+10x
= ORZ,
2xy+2y

alors,

S = {(010))(_?5:0))(_112))(_1)_2)}-

Définition 4.2 Un point critique est un point selle siVr > 0,3a,b € B(x*,r) tel que f(a) <
fx*) < f(b).

Exemple 4.2 Soit la fonction f(x) = x>. Ona

f'(x)=3x*
f' sannule au point x=0. Soitr > 0,€ B(0,r) =] — r,r[. On a pour a= _Tr etb:%
3 3

fla)= % < f(b)= %

d’ott x =0 est un point selle.
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1. CONDITIONS D’OPTIMALITES DU PREMIER ORDRE

1 Conditions d’optimalités du premier ordre

Notre premier résultat indique que la dérivée premieére doit étre nulle a chaque fois
qu'on a un probleme d’optimisation sans contraintes.

Théoréme 4.1 (Condition nécessaire du premier ordre) Si x* est un minimum local de
la fonction f surR", alorsV f (x*) = Ogn.

Preuve. Soit x* un minimum local de f sur R”. La définition d'un minimum local assure
'existence d'une boule ouverte telle que :

fx™) < f(x),VxeB(x*, 1),

pour n’'importe quel vecteur d de R" et un scalaire ¢ > 0 suffisamment petit, le point x =
x* + td est un élément de B(x*, r), et donc

f(x") < f(x™ + td).

Ceci implique que
=VfxHTd>o.

lim fx*+td) - f(x7)
t—07* t

Ce résultat est vrai pour tout point de R", donc il est vrai pour —d i.e.
-Vf(x"'d >0,

et en méme temps ona,
~Vf(x*)'d<0,vdeR",

etalors Vf(x*)=0. m

Exemple 4.3 Soient f (x) = x> + %xﬁ +3x + % et (2=R2.
Ona
le
Xo+3

Vf(x):(

2

1. Pourx*:( :_13 ),danscecasz(x*):( 5

) #Opz2. Donc, x* ne vérifie pas la condition

nécessaire d’ordre 1.

)onan(x*):( 0

2. Pourx :( 0

1.

3 ) . Alors x* vérifie la condition nécessaire d’ordre

Remarque 4.1 Lorsque la fonction f n'est pas convexe, on ne peut donner qu'une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité locale.

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. En effet, il est possible que la diffé-
rentielle soit nulle en un point x* et que ce point ne soit pas un minimum local.

Exemple 4.4 Dans le cas oil f(x) = x°, f' sannule au point x* =0, alors que ce point est un
point selle (il n'est donc ni un minimum ni un maximum,).

La condition ci-dessus utilise le vecteur gradient, par conséquent, on I’appelle une condi-
tion de premier ordre.
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2. CONDITIONS D’OPTIMALITES DU SECOND ORDRE

2 Conditions d’optimalités du second ordre

Si la fonction objectif est ni convexe, ni concave, les conditions du premier ordre nous
ne permettent pas de distinguer entre un minimum et un maximum. Pour obtenir une
telle distinction on doit étudier le comportement de la différentielle d’ordre 2 en x*. On a
alors la condition d’optimalité suivante :

Théoréme 4.2 (Condition nécessaire du second Ordre) Six™* est un minimum local (resp.
maximum local) de la fonction f sur R", alors Vf(x*) =0 et d'V?f(x*)d > 0 pour tout

deR" (resp. d'D? f(x*)d < 0 pour toutd € R") .

Preuve. A I'aide du développement de Taylor d’ordre 2 de f autour du minimum local x*,
on obtient pour tout d € R" et pour ¢ > 0 et suffisamment petit,

FE<FF+td) = fFx™) + V") Td+ %tszVZf(x*)aH 2||d||*e(td),
on sait que Vf(x*) =0, donc
1
fx* +td)=f(x*)+ Ezr%iTvzf(x*)m 2||d||*e(td),

En divisant par t? et par passage a la limite, on trouve

lim fx*+td)- f(x ):1
t—0* 2 2

d'V? f(x*)d > 0.

Exemple 4.5 Soit f (x) = xf —x% et (2=R?. Pour x* = ( 8 ) onaVf(x*)=0g etsz(x*) =

0o -2
minimum local ni un maximum local.

2 0 . e .. ,
[ ] . On remarque que V? f (x*) n'est pas semi définie positive alors x* n'est pas un

De plus si la condition de second ordre est strictement satisfaite, on obtient la condition
suffisante suivante :

Théoreme 4.3 (Condition d’optimalité suffisante du second ordre) Soitx* € R". Six* vé-
rifie
{ Vf (x*) = ORn
(d,V*f (x*)d)>0,Yd#0eR".

Alors x* est un minimum local strict de la fonction f sur R".

La démonstration de ce théoréme fait appel au lemme suivant :

Lemme 4.1 Soient f une fonction deux fois continiiment différentiable sur R", et x* € R"
tel que D? f (x*) est définie positive. Alors il existe & > 0 tel que

D*f (x) >0, YxeB(x*,3).
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2. CONDITIONS D’OPTIMALITES DU SECOND ORDRE

Preuve. D’apres le lemme 4.1, il existe § > 0 tel que V? f (x) > 0 pour tout x € B (x*, d).
Soit x € B(x*,8) avec x # x*, on pose ¢ (¢) = f (x* + t (x — x™)) avec t € [0, 1]. Il est claire
que ¢ est deux fois continiment différentiable sur [0, 1]. De plus, on a,

¢ 0)=f(x"), 4.2)
et

o) =f(x). (4.3)
D’apres le théoréme de Taylor, il existe 7 € [0, 1] tel que,

i 1 11 (%) 42
G =P 0)+P (0)t+§¢ (1) ¢, (4.4)
avec,
¢’ = Vf(x) (x-x7)

= 0,

et

¢" (1) = (x-x") VPf(x"+E(x-x7)) (x-x7)

> 0.
Pour t =1, on obtient,
dbM)-bO) = f(x)—f(x*)
_ 1 e
= 5¢"(7)
> 0.

D’ou x* est un minimum local strict. m
. 0
Exemple 4.6 Soit f (x) = x? + x5 et {2=R?. Pour x* = ( 0 ) onaVf(x*)=0g et V2 f (x*) =

> 0. Alors x* est un minimum local strict de f surR?.

2 0
0 2

Exemple 4.7 On cosidere la fonction f de 'exemple 4.2. En calculant la matrice hessienne,
on trouve

, 12x+10 2y
Vof(x,y)= :
2y 2x+2
Ona,
5 10 O
V<f(0,0) = >0,
2
donc le point (0,0) est un minimum local strict.
Ona,
-5 -10 0
V2 f (—,o) = <0,
3 0 —-4/3
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donc le point (32,0) est un maximum local strict.
Pour le point (—1,2), on a,

V2f(-1,2) = =

4 0

Le signe de la matrice sz (—1,2) est non-définie donc (-1, 2) est un point selle.

V2 f(-1,-2) = =

-4 0

Le signe de la matrice V2 f (=1,-2) est non-définie donc (—1, —2) est un point selle.

3 Exercices
Exercice 4.1 On consideére le probleme d’'optimisation

min f(x) :xf+x§+2x2+5.
(x1,X2)€R?

La condition nécessaire du premier ordre pour un minimum local est-elle vérifiée au
points[1,117, [-1,-1]17,[0,1]T et[0,-1]"?

Exercice 4.2 Considérons le probléme d’optimisation suivant :

min (x; —6)% + (x — 3)?
X1+X2<8
—2X1+3x2 <6
X1—X2<2
x1=0
X9 = 0.

1. AppelonsD l'ensemble des contraintes.Tracer sur un plan orthonorméD, est-il convexe ?
justifier.

2. Lepoint|1, 117 est-il optimal ?

3. Trouver géométriquement la solution optimale.

Exercice 4.3 Considérons le probléeme d’optimisation suivant

min f(x) =—x; —4xp
x1=0
—-XxX1=-2
X2 =0
—X1—X2+35=20
—X1—2x2+6=0

a) Tracer sur un plan orthonormé l'ensemble des contraintes.
b) Montrer que l'ensemble des contraintes est convexe.
d) Préciser sur le schéma donné en (a), les points pour les quels f vaut0, —4 et —6.

e) En déduire graphiquement la solution et la valeur optimale du probleme.
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3. EXERCICES

Exercice 4.4 Soit a € R. On définie la fonction
fai(x,y)— x*+y*+axy—2x-2y.

a) Pour quelles valeurs de a, la fonction f, est-elle convexe ? Et strictement convexe ?

b) Déterminer les valeurs du parametre a, Pour lesquelles le probleme

{ inf fg (x’ y)
(x,y) eR?

admet une solution unique. Donner la solution optimale dans ce cas .

Exercice 4.5 Soit le probleme

min (x; — %)2 + (X — 5)2

—X1+Xx2=<2
2x1+3x <11
-x1=0
—X2=<0

1. Sur un plan orthonormé, hachurer l'ensemble (2 des contraintes.
2. Montrer que la fonction objective et les contraintes sont convexes.

3. Trouver géométriquement la solution optimale x* du probleme.

Exercice 4.6 Soit f : R" — R, une fonction convexe est continue. Considérons le probleme
(P) de minimisation de f surR". Notons par

S = {x" : solution optimale du probleme (P)}.
Montrer queS est convexe.

Exercice 4.7 On considere la fonction f : R?> — R

_ LT
FR=x"1,

3
x+xT( 5 )+6, x:(xl,X2)T€R2.

1. Calculer le gradient et la matrice hessienne de f au point (1, nr.
2. Trouver touts les points qui vérifient la CN1.

3. Voir si ces points vérifient la CN2 (pour un min).

Exercice 4.8 On considere la fonction f : R?> — R

5

_ T
J@=xt gy

3
x+xT(

4 ) +7, x= (xl,xg)T € R

1. Calculer la dérivée directionnelle de la fonction fau point (0,1) 7 & la direction (1,0) .

2. Trouver tous les points qui satisfaisant la condition nécessaire du premier ordre pour
f. Est-ce que f admet un min sur R? ? Si oui, trouvez tous les minimiseurs; sinon,
expliquer pourquoi f ne peut pas admettre un min.
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4 Solutions des exercices

Solution 4.1
f(x):xf+x§+2x2+5

donc

Vf(x):( 2x1 )

2X0+2

crn=(2)+(2)

Donc le point ne vérifie pas la condition nécessaire d’ordre 1.

Pourz=[1,11T, ona

Remarque 4.2 x=(1, DT nest pas un min local

Wﬁh(?)%S)

Donc ce point ne vérifie pas la condition nécessaire d’ordre 1.

Pourx=(0,1D)Y, ona
o [0 0

Donc ce point ne vérifie pas la condition nécessaire d’ordre 1.
Pour%=(0,-1)T, ona

Pouri=(-1,-1)T, ona

Vﬂm%ﬁ)

Donc ce point vérifie la condition nécessaire d’ordre 1.

V2 f (x) = >0 =

[20

>
0 2]/0

0 2
ce point vérifie la condition nécessaire d’'ordre 2.

. ‘. L. , A 0 20
Le point vérifie la condition suffisante d'ordre 2V f (%) = ( 0 ) etV2 f(x) = 0 2| 0.

Solution 4.2 Voir la figure 4.1.
Solution 4.3 Soit la fonction suivante

fa(X,y):x2+y2+axy—2x—2y.

Ona

Valsn)=| e s |
et

V:fa(x,y) = 2 5

Pour que f, soit convexe, il faut que V* f, (x,y) > 0.
On calcul les mineurs principaux :

AH:Z, A12:2, A2:4—a2.

Il est clair que Ay > 0, ssi
ae[-2,2].

On remarque aussi que f, est strictement convexe, ssi a € |-2,2].
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4. SOLUTIONS DES EXERCICES

x1+x2=8

-2x1+3x2=6

FIGURE 4.1 - Solution géométrique de I'exercice 2, chapitre 4.
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Chapitre 5

Méthode du gradient

Ce chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution des problemes
d’optimisation sans contrainte. Le concept central est celui de direction de descente.

1 Ordre de convergence d’'une suite

Dans cette section, on introduit la notion d’ordre de convergence d'une suite numé-
rique {xr}reny qui sera utile dans le reste du cours. Plus I'ordre de convergence est élevé
plus la convergence de la méthode est rapide et le temps de calcul pour déterminer la
solution est moindre.

Définition 5.1 (Lordre de convergence) On appelle ordre de convergence d’'une suite {X} jen
convergente de limite x* l'entier positif p (s'il existe) tel que

||x(k+1) _x*“ ~

0<limi_o =r <oo.

10 — x*[|P
1 est appelé le taux de convergence.
- Sip=1et0<r <1 alorsla convergence est linéaire.
— Sip=1etr=0 alors la convergence est superlinéaire.
- Sip=1etr=1 alors la convergence est sous-linéaire.
Si p =2 alors la convergence est quadratique.
Si p =3 alors la convergence est cubique.

Exemple 5.1 Soit xj = % On a,

‘ |Xk+1—x*| O,p:()
lim ———— = 1,p=1
koo | — x| +o00, p > 1.
Alors la convergence est sous-linéaire d’ordre 1.
Exemple 5.2 Soit xj. = % On a,
* 0, p= 0
lim =X gk ) 1y
— — x*|P ’
koo | X — X7 +oo,p>1

Donc la convergence est linéaire d’'ordre 1 et de taux r =

W
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2. METHODE DE DESCENTE

2 Méthode de descente

Pour définir les méthodes de descente, on a besoin de la notion de direction de des-
cente.

Définition 5.2 (Direction de descente) Soit f :R" — R. Le vecteur d € R" est appelé direc-
tion de descente en x € R" s'il existea™ > 0 tel que

fx+ad) < f(x),Vae]0,a].

Exemple 5.3 On considere la fonction f (x,y) = x> + y*. Soient o* = %, (%, j/)T =1, 17 er
dV=(-1,-1)T. Ona,

d((%9)" +ad?)=1-w?+ 1 -w? < £ (%)) =2, Yael0,a"].

Alors AV est une direction de descente au point (%, ).
Le vecteur d® = (1,1)" n'est pas une direction de descente au point (%, ), car Vo* >0

F((59) +ad®) =0 +@?+ 0 +@? > £((%7) =2, Yaelo,a’].

Le résultat suivant est une caractérisation importante d'une direction de descente en
un point x :
Proposition 5.1 Soient f une fonction continiiment différentiable sur R", x,d € R" alors,
1. sid est une direction de descente en x, alors (V f (x),d) <0

2. si{Vf(x),d) <0, alors d est une direction de descente en x.

Preuve.

1. Soit d une direction de descente en x, alors par définition il existe une constante
o* > 0 telle que,
f(x+ad) < f(x), Va€lo,a*].

On pose ¢ (o) = f (x + ad). Soit a € ]0,a*], alors,

b () <d(0).
Ce qui imlpique,
¢ (@) -d(0)<0.

En divisant par a, on trouve,
b () -d(0) <

(04

0,
par passage a la limite, on obtient,

m ¢ () - (0)
a

a—0"

=¢'(0)=(Vf(x),d) <O0.

2. Exercice a faire.
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2. METHODE DE DESCENTE

Exemple 5.4 On revient a l'exemple 5.3. On a,
Vit 9)=22)"

donc,
(Vf(%79),dV)=-4<0,

alors AV est une direction de descente en (%, ).

Pour Uautre direction d®, on a,
(Vf(%79),d®y=4>0,

alors d® nest pas une direction de descente en (%, 7). En effet, I'ensemble de directions de
descente en (%, ) est I'ensemble des vecteurs qui forment un angle obtus avec le vecteur

Vf (&, 7) comme il est montré dans la figure 5.1.

3

FIGURE 5.1 — Représentation graphique des directions de descente.

Remarque 5.1 Les méthodes de descente different par le choix de d et a.

L'algorithme général pour une méthode de descente est le suivant :

Algorithm 5.1 Méthode de descente

Etapel:k=0,¢ et x©

Etape I :
* Trouver la direction de descente d'® .
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3. METHODE DU GRADIENT

* Calculer ¥V = x® 4 . d®.
Etape III : Si ||V f (x**D)[| < € stop, x* = x**V sinon k= k + 1, aller a 'étape II.

3 Méthode du gradient

Dans la méthode du gradient, on choisit d©' = —V f(x®)) comme direction de des-
cente, car, si Vf(x(k)) #0, alors (—Vf(x(k)),Vf(x(k))) = —IIVf(x(k))II2 <0.

Il y a ensuite de nombreuses facon d’utiliser cette direction de descente. Si on utilise
un pas fixe i.e. a; = a, on obtient alors la méthode du gradient a pas fixe :

N (O _vf(x(k))

— ket Z (0 4 g0

Dans le cas d'une fonction quadratique,

1
f= 3 (B AX) +(x, b) +c,
avec A € M, symétrique définie positive, b € R" et ¢ € R, on a le résultat de convergence
suivant :

Théoreme 5.1 Soient [ la plus petite valeur propre de A et L la plus grande valeur propre
deA. Sia€ |0, % [, alors la convergence de la méthode du gradient a pas fixe est linéaire & un
taux inférieur amax (|1 —al[, |1 —all).

Preuve. On a,
LU Z 0 (Ax(k) + b), (5.1)

et
1B = x 6D — arAx®D 4 p). (5.2)

En faisant la différence entre les deux relations 5.1 - 5.2, on trouve
LD _ ) (0 _ (k=1 —(xA(x(k) _ x(k—l))

ce qui implique
KD _ 0 Z (1 qA) (x(k) _ x(k—l)) ,

et par suite,

R e

< max A (@ —aA)] | (x© -2}

i=1,..,n
Dans ce cas,
1-oL <A; (I, —aA)) <1-al,

et donc,

i=1,...,
Par conséquent, la suite {x{k}} e €st convergente si max (|1 —all, |1 —all) < 1, ce qui cor-
respond a,
t|o.3]
€ [ )
l

2
ae |0,—
L
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3. METHODE DU GRADIENT

donc,

a e

S
ol I

Exemple 5.5 Soit la fonction quadratique f (x,y) = 2x* + 3y — 2xy + 5x — 6. La matrice
hessienne de f est:

4 =2
2 _
Df(x’y)_(_z 6 )’
. —_ _ ’ N , N 2
les valeurs propres sont :L=v/5+5 et =5—+/5. D'apres le théoréme 5.1, pour o € ]0, N la
suite de la méthode du gradient a pas fixe converge linéairement vers (x*, y*)T = (—%, —%)T

, a taux au plusmax (|1 - a (V5 +5)|,|1 —a (5= v/5)|). Les résultats obtenus par la méthode
pour «=0.1382 et (x0, y0) = (1, 3) sont décrits dans la figure 5.2.

FIGURE 5.2 — Illustration de la méthode du gradient a pas fixe.

Passon maintenant au cas général. On suppose que le gradient de la fonction f soit au
minimum lipschitzien. On a le theoreme de convergence suivant :

Théoreme 5.2 Soient f une fonction continiiment différentiable surR", bornée inférieure-
mentetx® € R". SiV f (x) estL-lipschitzien et0 < a < £ alors lasuite {f (x® —aV f (x®))}, .,
converge vers une limite finie et de plus la suite {V f (x'X)} ., converge vers zéro dansR".

Pour démontrer ce resultat on a besoin du lemme suivant :
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3. METHODE DU GRADIENT

Lemme 5.1 /8] Soit f une fonction continiiment différentiable surR". SiV f (x) estL-lipschitzien,
alors,

L
) <f(x)+<vf(x),y—x>+5||y—x||2,Vx,y€R”.

Preuve. Soit x*) € Sg = {x e R": f (x) < f (x'?)}. En appliquant le lemme 5.1 pour x = x®

et y=x® —avf(x®), on trouve:
e )14 <o~ sr -

Pour a€ |0, % [, on voit que,

e -avs () -r () <= G for() o o9

ce qui nous donne que la suite {f (x™)}, _ est strictement décroissante et comme elle
est minorée elle converge donc vers une limite finie. En passant a la limite dans 'inégalité
5.3, on obtient bien que,

lim V£ (x%) = 0.

k—o0
u
On s’intéresse maintenant au cas ou le pas oy est choisi de facon optimale, au sens ou
la fonction a optimiser ¢y (@) = f (x© + ad®) diminue le plus possible pa rapport a a.

Définition 5.3 Soient f une fonction contintiment différentiable sur R" et x© € R". Alors
la méthode du gradient a pas optimal est définie par la suite :

xHD = x B _qy f (x(k)) ,
oitag = argmingsof (x® — oV (xP)).

Exemple 5.6 Dans cet exemple, on calcule trois itérations de la méthode du gradient a pas
optimal. Soit la fonction,
f(x,y)=4x] —dx1 32 +2x;

et le point initial,
x@=2,3".

On a bien V f (x) = (8x1 —4xp,4x2 — 4x1)" et donc Vf (x?) = (4,4)*. On note par ¢y («) =
f(x® —av f(x®)). Pour k=0, ona,

Go@ = f(xQ-avf(x?))
= f(2-4a,3-40q)
= 42-400%-4@2-40) (3 —4a) +2 (3 — 4)°.

Alors,

dp@ = —(Vf(x?—avf(x?),Vf(x?))

- (D)

= -32(1-2w),
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3. METHODE DU GRADIENT

la fonction &g a un seul point critique en g = %qui est un minimum global car ¢y (o) = 64 >
0 et donc,

L 2® — oV f (@)
[5)-3(4)
(1)

En calculant le gradient de f au point xV, on trouve Vf (xV) = (—4,4)" # O .
A l'itération 2, on a,

f (x(l) _ (XVf (x(l)))
f 4o, 1 -4a)

b1 (o)

La dérivée de cette fonction est :

b1 (@)

—(Vf(xP —avf (xM)),Vf (xM))
BMl4)—-4(1-40),4(1 —-4x)—4 (40())T

(e ()

32(10a—1)

et alors la fonction a un seul point critique en oy = 1—10 qui est un minimum global car ¢ (o) =
320> 0.

¥ = XV v ()
0 1 (-4
- (V)wl )
4
[Z)
10

0
(1)
10

En effet, la fonction f posséde un minimum global au point x* = (0,0)". Si on trace la suite
x® , on voit que cette méthode suit une trajectoire en zigzag a angles droits vers x* a
keN q ] gzag 8
(voir la figure 5.3).

De la méme fagon on trouve,

Dans la méthode du gradient a pas optimal, les dircetions successives sont orthogonales
comme le montre le résultat suivant :

Proposition 5.2 Siay. est optimal, alors V f(x**D) et V f (x®)) sont orthogonausx.

Preuve. Si aj est optimal, alors
P la) =0,
autrement dit,
<V - VP))VFx) >=0.

[
On peut utiliser un (ou une combinaison) des criteres suivants pour arréter les itéra-
tions d'un algorithme de descente :
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FIGURE 5.3 — Illustration de la méthode du gradient a pas optimal.

VD) <e
. ||x(k+1) _x(k)” <€
||x(k+1)_x(k)||
B

) - faB) <
|f D) — e ®))

|f (x®)]
L'algorithme général pour la méthode du gradient a pas optimal est le suivant :

=W N =

o

Algorithm 5.2 Algorithme pour la méthode du gradient a pas optimal
Etapel:k=0,¢ et x©
EtapeII :
— dW = v f(x)
— o =argmingsof(x© +ad®).
— Calculer x**V = x®0 4 q;.d®
Etape 11 : Si IIVf(x(k“)) || <€ stop, x* = x5 sinonk=k+1, aller a Uétape I1.

3.1 Lecas quadratique

En général, il n’est pas facile de déterminer la valeur exacte du pas optimal, par contre
pour une fonctionnelle quadratique définie positive on a le résultat suivant :

Lemme 5.2 Soit f une fonction quadratique définie positive,

flx)= % (x,Ax)+({x,b) +c,
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3. METHODE DU GRADIENT

avec A' = A est une matrice carrée d’ordre n, définie positive (A > 0), b € R" et c € R. Alors,
le pas optimal a chaque itération de la méthode du gradient a pas optimal est :

(Ax® + b, Ax® + by
= > 0.
(A(Ax®) + b), AxO + b)

Ak

Preuve. On sait que V f (x) = Ax+b. Si ai est optimal alors, il vérifie la condition nécessaire
d’optimalité d’ordre 1 c.a.d,

df (x® - a(Ax® + b))
P lo=a. = 0.
a

Donc,on a

df (x® - a(Ax® + b))
da

loaza, ==V f (x(k) — o (Ax® + b)) ,Ax® + p)

=—(A (x(k) — o (Ax) + b)) +b,Ax® + by
=— <Ax(k) +bh— akA(Ax(k) + b),Ax(k) + b)
=— (Ax(k) + b,Ax(k) + b) + o <A(Ax(k) + b),Ax(k) + b)
=0,
alors,

df (x® - a(Ax® + b))
o= = 0.
da

Comme Ax® + b£0et A>0, alors (AAx® + b), Ax® + by #0 et

_ (Ax® + b, Ax® + by 0
~(AAx® + b),AxR) + by T

A
|

Exemple 5.7 On considere le probleme d’optimisation suivant :

in f(x) lnileisis
min f(X) = X, + = Xp + = X7 + X5 + 3.
xeR? PTp T2

Ona,
10

02>0.

V2 f(x) =

Donc, le probléme (5.7) admet une unique solution optimale x* et qui vérifie,

Vf(x*)=0,

(3]

On peut trouver cette solution en appliquant la méthode du gradient a pas optimal, on
part de x© =(0,0) avece=7e—3.Ona IIVf(x(O))II =1.118 > €.

Premiere itération :
_ {(AxO+pAxO+b) 5
0= TAAXxO+D),AxO+D) ~ 6

* xW = 5O _ o (Ax@ + b) = —(0.83,0.41)T

* o

.avecA=V?f(x)etb=(1,05)"
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4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

*IVF(xD)[|=0.37>¢

Deuxieme itération :

* o1 =0.56

* x@ = xW — o (AxY + b) = —(0.93,0.23)T
*IVF(x?)]|=0.08 > ¢

Troisieme itération :

* oty =0.833

* x® = x@ —a, (Ax@ + b) = —(0.983,0.26)"
*IVF(x®)=0.02>¢

Quatrieme itération :

*a3=0.5

* x@ = x® —az(Ax® + b) = —(0.9945,0.2486)"
* IVF(x™)]] =0.006 < €. On arréte et x* = x.

4 Méthode du gradient conjugué

Dans cette section, on présente la méthode du gradient conjugué qui permet de ré-
soudre un probléme quadratique dont la matrice hessienne est symétrique définie posi-
tive.

Dans la définition suivante, on introduit une des principales propriétés de cette mé-
thode :

Définition 5.4 Soit A € R™>" symétrique définie positive. Un ensemble de vecteurs non nuls
deR" : d©, dM, ... . d*% aveck < n sont A-conjugués ou A-orthogonaux si,

AT .
(d(”) AdW =0,Vi#].
Remarque 5.2 SiA =1, les vecteurs {d "} en sont dits orthogonausx.

Exemple 5.8 Soit

3 01
A= 0 4 2
1 2 3
Les vecteurs
1 1 1
d® 0|, dV=| o |etd? 4 |,
0 -3 -3
sont A-conjugués.
Lemme 5.3 Soit A € R™" une matrice symétrique définie positive. Si d,dV,...,d™® sont
A-conjugués. Alors, d©,dW,...,d"™ sont linéairement indépendants.
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4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Preuve. Soient a, a,, ..., ar € R tels que,
k .
Z aid(” =0.
i=0

Soit j €{1,2,...,k}, alors,

k
<Z aid(i),Ad(j)>

iai<d(i),AdU)>

i=0
_ aj<d(j),Ad(j)>
= 0,

i=0

car
<d<”,Ad(f)> —0,Vi#].

Comme A est définie positive et d (1) #0, alors
aj= 0.
Il s’ensuit que les vecteurs d © qg® . d% sont linéairement indépendants. m

Exemple 5.9 On considere le méme exemple 5.8. Soient ay, a; et a, € R tels que,
aod® + a;d" + a,d® =0

donc,
ap+ay+a=0
ay =0
3a,+3a,=0,

ce qui implique que
ap=ay1=az=0,

alors les vecteurs sont linéairement indépendants.

Définition 5.5 Soir{d®,d",...,d" "V} un ensemble de vecteurs non nuls et A-orthogonaux
deux a deux. On appelle méthode de directions conjuguées toute méthode définie par la

suite récurrente :
{ x© donné

x®D = x® o q®),

o,
ar = argminf (x(k) +(xd(k))
oa>0

(Ax® +b,d®) - 4
T (AW, Aq®y G4

On considere le probleme d’optimisation suivant :

. L 7 T
min f(x)==-x Ax+x b+c, (5.5)

xeRn 2

ou A € R est symétrique et définie positive, b€ R" et c € R.
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4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Ce probléme admet un unique minimum global qui est caractérisé par :
Vf(x*)=Ax"+b=0, (5.6)

plus la taille de la matrice A est grande, plus la résolution du systeme 5.6 devient com-
pliqué et cotliteuse en temps de calcul. La méthode du gradient conjugué nous permet
de résoudre ce probléeme au plus en 7 itérations. Mais avant de discuter cette classe de
méthodes, il convient d’examiner pourquoi la notion de A-orthogonalité est utile dans la
résolution des problemes quadratiques.

Soient les vecteurs d©,dW,...,d""1 A-conjugués. D’apres le lemme 5.3, ils sont li-
néairement indépandants ce qui implique que la solution du probléme 5.5 peut s’écrire
comme suit,

n-1
=Y a;d?, (5.7)
i=0

en multipliant la relation 5.7 par A puis en faisant le produit scalair avec d®, on obtient,

(duo)TAx*:(dm)TA’gaidm,

on a alors,
(d®)" Ax*
- (@®)" Ad®’
on sait que,
Ax* =-b.

Ainsi, on peut trouver explicitement les scalaires ay,

(d(k))T b
(@®)T Ad®

Autrement dit, si on connait une base A-conjuguée, alors on peut calculer directement la
solution optimale x* avec la formule,
n-1 d® T b )
x* = —%d(”. (58)
iz (d?) Ad®D

Dans la suite on note g© = Ax® + b, Dans les méthodes de directions conjuguées
données par 5.5, le gradient a 'itération k + 1 vérifie la propriété suivante :

Lemme 5.4 )
<g(k+l))d(l)> :O,Vl :07-"!k etk:o""’n_ 1' (5‘9)

Preuve. Montrons par réccurence qu’'on a pour toutentier0 < i< ket0< k< n—-1la
relation 5.9. Comme on a vu précédemment { gV d (°)> =0, donc la propriété 5.9 est vraie
au rang 1. Supposons maintenant que la propriété 5.9 est vraie au rang k et montrons
qu’elle est vraie au rang k+ 1. On a,

A(x(k“) - x(k)) = AxFD _p_AxP 4+ p

k+1 k
— g( )_g()

O(kAd(k),

54



4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

alors,
gD = g 4 AP, (5.10)

On en déduit,

g g (g(k) +(xkAd(k))Td(i)

(g(k))T 49+ oy (Ad(k))T PO}

D’apres ’hypothése de réccurence, (g(k))T d"¥) =0. De plus, la propriété A-conjuguée donne

T L N
ok (Ad®)" dD =0.D'ot15.9. m
Le lemme 5.4 montre que le vecteur g1 est orthogonal a tout vecteur de I'espace
engendré par d©,dW,...,d® comme il est illustré dans la figure 5.4.

g+

FIGURE 5.4 — Illustration géométrique du lemme 5.4.

Onnote par Ex = vect{d©,dW,...,d*=D} 'espace vectoriel engendré par les vecteurs
d©9,dWm, ..., d* D et x© + Ei = {x© + x: x € Et}. Le lemme suivant est un résultat fonda-
mental des méthodes de directions conjuguées :

Lemme5.5 Soit{d"}, , | unensemble de vecteurs non nuls et A-orthogonaux deux &
deux. Alors pour tout x© € R, x) minimise f sur le sous-espace affine x© + Ey.

Preuve. On consideére la matrice,
DW= [g® g0 gt-D]
et le vecteur,
y=lag,qy,. ..,(xk_l]T.
D’une part, on a,
® = x4 ad® +.. o d*Y
= x9+Dy.

55



4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

D’autre part, on a,

(Dy,ADy)

M7 wml

g; <d(i),Ad(j)>O(iO(j
<d(i),Ad(i)>(ai)2.

Soit x € x© + E;. En faisant un développement de Taylor de la fonction f au voisinage de
Xo (ce développement est exact car f est quadratique), on trouve,

PO = FUO) (0 (), (=) (=), 92 () (2= x0))

= f(x(o))+<Ax(0)+b,Dy>+%(Dy,ADy>
ko1 . . .
(0) - (1) (1) N2 (0) (1) .
§:j2(<d Ad >(a,) +<Ax +b,d >a,).

Il s’ensuit que la fonction f est séparable par rapport aux variables {«a;};-, . Dans ce
cas, le minimum de f par rapport a y peut étre calculé indépendamment pour chaque
a;. La valeur optimale de «; est égale a la valeur donnée en 5.4. Par conséquent, chaque
direction d¥) n’a besoin d’étre utilisée qu'une seule fois, et chaque x'¥ est le minimum de
fsurx®+E;. m
La méthode du gradient conjugué est une méthode de directions conjuguées qui consiste

a construire une suite de vecteurs {d (i)}i:O,..., . de tel sorte qu'ils soient A-conjugués en
prenant comme premiere direction de descente la direction d© = —g(©. Dans cette mé-
thode, les directions ne sont pas prédéfinies, mais elles se calculent au fur et a mesure
de la progression de 'algorithme. A chaque itération, la direction est obtenue comme
une combinaison linéaire de la direction précédente et du gradient de f au point actuel.
L'avantage principal de cette méthode est que la solution optimle peut se localiser en ef-
fectuant au plus n itérations. Si on fixe d© = —g(©, I'algorithme de la méthode du gradient
conjugué prend la forme suivante : En partant de n'importe quel point initial x© € R”,

XD 2 B o g

avec

o (g®,d®)) |
(d(k),Ad(k)>
et
dk+D _ _g(k+l) " ﬁkd(k),
ou k+1 k
ﬁk=—<g( +1) 4t )>.
(d®,Ad®)

Le théoreme suivant montre que les directions d @ qaM d®D gont effectivement A-
conjuguées.

Théoréme 5.3 Dans la méthode du gradient conjugué, les directions d©,d™W,...,d"V
sont A-conjuguées, autrement dit,

<d(k),Ad(i)> =0,i=0,....k—1.
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4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Preuve. Soit k=0,...,n— 1. On démontre par réccurence : on a,
(dV,Ad?)=0.
On suppose que pour tout entier k,
(d®,ad")=0,i=0,..., k-1
et on montre que,
(d*D,4d?) =0,i=0,....k.

Soiti €{0,1,...k}.On a, . , .
AP =—g®4p; 1Y,

donc T T -
(g(k+1)) Pl :_(g(k+1)) @ 4By (g(k+1)) ai-n,
ce qui implique,

(g47) " =0,

Maintenant, on montre que {d**Y,Ad?) = 0. Pour i = k, I'égalité est triviale. Si i < k, on
a,

<d(k+”,Ad(”> - —<g(k+1),Ad(i)>+<[3kd(k),Ad(i)>
- —<g(k+”,Ad(")>
_ —<g(k+1),z—;Adm>-

En utilisant la relation 5.10, on trouve,

(a%D,ad?) = - <g(’“+”, io(,-Ad(”>
- <g(k+”, ai] (g(”l) _ g(”)>
g(k+1), (g(i+1) _g(i))>

g(k“), (g(i+1) _ g(i))>

Exemple 5.10 On considere l'exemple suivant,

1
fx)= ExTAx +x! b,

avec
301 3

A=l 0 4 2 |etb=—| 0

1 23 1

La fonction f admet un minimum global au point x* = (0,0,0)". Les résultats obtenus par
la méthode du gradient conjugué sont représentés dans le tableau 5.1. De ce tableau, on
remarque que la méthode du grdient conjugué converge en trois itérations vers la solution
optimale alors que la méthode du gradient a pas optimal nécessite un temps de calcul plus
long environ de 16 itérations pour atteindre le minimum avec une erreur d'ordre 4.
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4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient a pas optimal

)

Ig®]

0

[s®]

(0,0,0)T

3.1623

(0,0,0)T

3.1623

(0.8333,0,0.2778)T

0.8958

(0.8333,0,0.2778)T

0.8958

(0.9346,-0.1215,0.1495)T

0.2383

(0.8790,-0.1143,0.1406)T

0.2925

(1.0000,0,0)T

0

(0.9720,-0.0407,0.1103)T

0.2306

(0.9658, —0.0543,0.0582)"

0.1147

(0.9830,—0.0153,0.0459) T

0.0953

(0.9842,-0.0226,0.0245)T

0.0488

(0.9930,-0.0067,0.0197)T

0.0407

(0.9933,-0.0097,0.0105)T

0.0208

ol N|o|ale|lw v~ o &

(0.9970,-0.0028,0.0084)T

0.0174

—
(=]

(0.9971,-0.0041,0.0045) "

0.0089

[a—
—

(0.9987,-0.0012,0.0036)"

0.0074

—
[\

(0.9988,-0.0018,0.0019)T

0.0038

[a—
w

(0.9995,-0.0005,0.0015)T

0.0032

p—
15N

(0.9995,-0.0008,0.0008) T

0.0016

[—
(&)

(0.9998,-0.0002,0.0007)T

0.0014

—
(2]

(0.9998,-0.0003,0.0003)T

0.0007

TABLEAU 5.1 — Tableau comparatif.

Exemple 5.11 Soit la fonction f (x) = fo + x% — 1%+ X, —x1 et x9 = (1, 1)T. La solution

1 _3

optimale du probléeme d’'optimisation min g f (x) est x* = (2 —7). Une étude compara-

7’

tive des deux méthodes celle du gradient conjugué et l'autre du gradient a pas optimal est
représentée dans le tableau 5.2 et la figure 5.5.

La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient a pas optimal

)

Ig®]

)

Ig®]

1,nT

2.8284

1,nT

2.8284

0,0)T

1.4142

0,0)T

1.4142

(0.1429,-0.4286)T | 0

(0.2500,—0.2500)T

0.3536

(0.1250,—0.3750)T

0.1768

(0.1563,—0.4063)T

0.0442

(0.1406,—0.4219)T

0.0221

(0.1445,—0.4258)T

0.0055

(0.1426,—0.4277)T

0.0028

ol N oo n|lw v~ o &

(0.1431,-0.4282)T

0.0007

TABLEAU 5.2 — Tableau comparatif.

Remarque 5.3 On s'est limité au cas quadratique, pour le cas non quadratique la généra-
lisation existe déja.
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. EXERCICES

0.5F

1.5

FIGURE 5.5 — Comparaison entre la méthode du gradient conjugué (en bleu) et la méthode du

gradient a pas optimal (en rouge).

5 Exercices
Exercice 5.1 Soit la fonction f (x1,x2) = xf +2x1%0 + 3x§, On veut minimiser la fonction f
surR? en utilisant la méthode de descente, dont l'itéré principal est X1 = Xi + oy dy.

1. Soit le point initial x'© = (2,2) T, est-on a l'optimum ?
2. Soient d© = (1,1)7 et dV = (-1,-1)" deux directions, laquelle est de descente au

point xg ?
3. Apreés avoir utiliser la bonne direction, on a obtenu le point x, = (%, %) . Le pas utilisé,

est-il un pas optimal ?
Exercice 5.2 On consideére l'algorithme du gradient a pas fixe appliqué a la minimisation

des fonctions f : R?> — R données en a) et b). Dans chaque cas, trouver le plus grand inter-
valle du pas choisit a pour laquelle l'algorithme converge.

a) f(x)=3x]+3x5+4x1x2 +2x1 +1
3 16
_,T T
b) f(x)‘x(l 3) (23)‘
Exercice 5.3 Utiliser la méthode du gradient conjugué pour résoudre le probleme d’opti-
. 1 1 T
min f (x) = >* Ax+x' b,

misation suivant,
xeR2
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6. SOLUTIONS DES EXERCICES

1.
12 8 7 6 1
8 12 8 7 1
A=l 5 g 1p g |Ebr=]
6 7 8 12 1
2,
3210 0
2 3 2 1 0
Aa=| | 5 3 5 |€Dl2=|
0123 0
3,
2100 1
1210 1
As=| g 1 o 1 |¥bs=—]
001 2 1
4
0
0
As=lseths= 0
0

6 Solutions des exercices

Solution 5.1 Soit la fonction f (x1,x2) = xf +2X1 X + 3x§. Ona,

2x1+2x
2X1+6x

Vf(x):(

1. Soit le point initial x© = (2,2)" nest pas optimal, car V f (x©) = (4,16)T #0ge.
2. Ona,
(dO,Vf(xD))=40>0,

donc d© n'est pas une direction de descente.

Ona,
(dD Vf(x®))=-40<0,

alors AV est une direction de descente.

3. Apreés avoir utiliser la bonne direction, on a obtenu le point x, = (%, %) . Le pas utilisé,

n'est pas optimal, car,
-1 6
-1 )\ 12

—-18#0.

<d(1),Vf (x(l))>

Solution 5.2 a)
2p . (6 4
v f(x)‘( 4 6 )

La matrice hessiene de f est définie positive ca ses valeurs propres sont : A1 = 10 et
A2=2>0. D'apres le théoreme 5.1, pour « € |0, 12—0 [ l'algorithme converge.
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3 3
b) De méme pour cette fonction, on a,( 1 3 ) etdeplusA\; =v3+3 etA,=3-13>0.

Donc poura € ]0, ﬁ [ l'algorithme converge.
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Chapitre 6

Méthode de Newton

Dans ce chapitre, on introduit une méthode du second ordre trés connue et plus large-
ment utilisée c’est la méthode de Newton. Cette méthode est 'une des principales classes
de méthode d’optimisation sans contraintes. On considere le probleme de minimisation

min f(x), (6.1)
xeR”
o1 f:R" — R est une fonction de classe C2.

A chaque itération de la méthode de Newton, on approxime f par une forme quadra-
tique en fonction des deux premiers termes du développement de Taylor :

100 = e = Fa M)+ = 2T L) - TH () -2 ®), 62

avec H(x®) = v2 £ (x). Une condition nécessaire pour un minimum de la fonction
quadratique ¢ est Vg (x) =0 ce qui implique,

;D = x0 g (x(k))_l V(W)

Cette solution existe si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Le hessien est nonsingulier.

(b) L approximation dans I’équation 6.2 est valide au voisinage du point x®,
L'algorithme général pour la méthode du Newton est le suivant :

Algorithm 6.1 Algorithme pourla méthode du Newton
Etapel:k=0,¢ et x©
Etape II : x**+1 = x® _H (x(k))_1 Vf(x®).
Etape III : Si ||V f (x**D)|| < & stop, x* = x**D sinon k = k + 1, aller a I'étape 2.

Exemple 6.1 Soit la fonction suivante

F (1, x0) = (1 = 2) + (0 —2)% x5 + (21 + 1)°

(A =23 +2(x-2) x5 +2(x + 1)
A ( 2(x-2)%x )
2 [12(0-2%+2x5+2 4(x1—-2)x,

v f(’”‘( tn-2x 20027

et
O =1, x*=2,-1)!

La valeur optimale du probleme est f (2,—1) =0.
En appliquant la méthode de Newton, on trouve :
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et
f(x")=6
- k=1
= a0 (VR () ()
3 1
-~ o5 )
et
fx)=15
- k=2
o= xl = (V) V()
~ ( 1,39 )
- -0,696 |’
et
f(x*)=4,09e-1.
- k=3
¥ o= - (VP ()T V()
_( 1,746
B (—0,949 )
et

f(x*)=6.49¢-2.
Pour le cas de fonctions quadratiques définie positives, on a le résultat suivant :

Théoréme 6.1 Si f est une forme quadratique définie positive, alors la méthode de Newton
convergence vers la solution optimale en une seule itération ¥V x© e R".

Preuve. Soit f(x) = %xTHx +xTh+c¢,avecH=HT,H>0.0n a

Vf(x)=Hx+bet V> f(x)=H.
Dans ce cas,
xM=x@_H (x(k))_1 VD)

=xO —H (Hx© + b)
-—-H 'b.
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Comme on a vu précédemment, pour le cas d'une fonction quadratique définie posi-
tive, la méthode de Newton atteint le minimum en une seule itération. Cependant, pour
le cas général ou la fonction a minimiser est non quadratique, rien ne garantit que la mé-
thode de Newton converge. L'un des avantages de cette méthode est que si le point de
départ est proche de la solution optimale x*, alors la méthode convergera rapidement.
Le théoréme suivant montre la convergence locale et donne le taux de convergence de la
méthode de Newton.

Théoréme 6.2 [6] Soient f € C*, x* € R" tel que V f(x*) = 0 et H(x™)) est inversible. Alors,
Vx© suffisamment proche de x*, la méthode de Newton converge vers x* avec un ordre
p=2.

Exemple 6.2
min (x; —2)* + (x1 — 2x2)°. (6.3)
xeR2
Il est facile de remarquer que la solution optimale du probleme (6.3) est bien x* = (2, nT.
Les résultats sont représentés dans les tableaux suivant avec une tolérancee = 1e—4. Dans le
premier tableau, on part d’'un point initial proche du solution et dans le deuxieme tableau,
on part d'un point un peut loin de la solution.

k [V/ )]

0 (1,0)T 4.4721

1] (1.33333,0.6667)T 1.1852

2] (1.5556,0.7778)T 0.3512

3| (1.7037,0.8519)T 0.1040

4| (1.8025,0.9012)T 0.0308

5| (1.8683,0.9342)T 0.0091

6 | (1.9122,0.9561)T 0.0027

7 | (1.9415,0.9707)T 0.0008
k x(k) ||Vf (x(k))”
0 (—10,60)T 7190.82637810148
1 (—6,-3)T 2048606.814814814815
2 | (-3.3333,-1.6667)T 179.796982167353
3 | (-1.5556,-0.7778)T 53.2731799014378
4 | (-0.3704,-0.1852)T 15.7846458967223
5 | (0.4198,0.2099)T 4.67693211754735
6 | (0.9465,0.4733)T 1.38575766445847
7 | (1.2977,0.6488)T 0.410594863543252
8 | (1.5318,0.7659)T 0.121657737346149
9 | (1.6879,0.8439)T 0.0360467369914514
10| (1.7919,0.8960)T 0.0106805146641337
11| (1.8613,0.9306)T 0.0031645969375211
12| (1.9075,0.9538)T | 0.000937658351858103

Si la matrice hessiene est définie positive en chaque point x®, alors la méthode de New-
ton est une méthode de descente.
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Théoréme 6.3 Soit (x*) la suite de la méthode de Newton pour le probleme min yegn f(x).
SiVkeN,H (x(k)) >0 etV (x®)#£0, alors d® = —H (x(k))_1 VF(x®) = x®+D — x0 est yune

direction de descente en x© .

Preuve. On a,

H(x(k)) >0,
alors,
(H (x(k)))_l > 0.
On a,
<d® VW) >=-< (H (x(k)))_l v F®), v Py <o,
||

Exemple 6.3 Soit la fonction f telle que,

F(X)=2x3 +3x5 + 121 X2 +3x5 — 62 +6.

Ona, ,
[ 6x7+6x1+12x,
Vf(x)‘( 121 + 622 — 6 )
et
12x1+6 12
2 _ 1
vir (’C)‘( 12 6 )
En appliquant la méthode de Newton, on obtient,
k] Vi) v vif () 19/ ()]
1 -36 18 12 0,1667 —0,1667
01 4 ) -18 ) 12 12 ) -0,1667 0,25 40,2492
4 54 54 12 0,0238 -—0,0238
L —5,5) 9 ) 12 12) ~0,0238 0,1071 ) | >4 7449
2,9286 6,8878 41,1429 12 0,0343 -0,0343 7 1527
-5,1786 —1,9286 12 12 -0,0343 0,1175 ’
2,2661 0,5491 37,5126 12 0,0392 -0,0392 2 8331
—4,7153 —2,7794 12 12 -0,0392 0,1125 ’
2,4956 0,1021 35,947 12 0,0418 -0,0418 2 1749
—4,3533 -2,1725 12 12 -0,0418 0,1251 ’

Parmi les avantages de la méthode on cite :

1. Sion part d’'un point initial x® proche de la solution x*, alors la méthode de New-
ton converge quadratiquement vers x* comme il est indiquer dans le théoreme 6.2.

Dans ce cas, on dit qu'on a une convergence locale.

2. Sile probleme d’optimsation est quadratique alors la méthode de Newton converge

en une seule itération.

Les inconvénients de la méthode de Newton sont les suivants :

1. Pour plusieurs problemes la convergence n’est pas assurée, en particulier, il faut
choisir x() proche de la solution et donc on n’a pas une convergence globale.

2. Le cotit de chaque itération est important : il faut évaluer N dérivées premieres et

N2 dérivées secondes.
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3. Pour chaque itération, il faut résoudre un systeme linéaire i.e.
H (xk) dk = -Vf (xk) .

Pour éviter les problemes cités précédemment, les spécialistes suggerent :

1. Afin d’assurer la convergence globale de 1'algorithme, on peut le modifier en rem-
placant les itérations par :

-1
x*D — 5 g (x(k)) VW),

ouay = argmina>0f(x(k) +ad®).

2. On peut utilser des méthodes dites de quasi-Newton qui consistent a remplacer
I'inverse de la hessienneH [x(k)) par une suite de matrices symétriques définies po-
sitives {Hy} ren-

1 Exercices

Exercice 6.1 1. Montrer que la convergence vers 0 des itérées de la méthode de Newton
a pas fixe pour la minimisation de f(x) = x* est linéaire des que x© = 0.

2. Pour résoudre une équation g(x) = 0, analyser la vitesse de convergence de l'algo-
rithme de Newton pour la famille de fonctions g(x) = xP + xP*! proche de x© =0,
une racine de g(x) ; distinguer lescas p=1etp < 2.

Exercice 6.2 Vérifier que la méthode de Newton appliquée au calcul de l'inverse d’'un sca-
lairea donne la méthode itérative suivante : x© est donné et on calcule x*+1 = x(® (0( - x(k)),
pour k > 0.

Exercice 6.3 Utiliser la méthode de Newton pour minimiser la fonction de Powell,
£ = 001 +10x2)% +5 (23 = x0)° + (22 = 2x3)",
prenant x© = (3,-1,0,1)T.
Exercice 6.4 On veut minimiser la fonction suivante :
fX)=9x—-4ln(x-7);

surledomaineX = {x e R: x > 7} en utilisant la méthode de Newton.
- déterminer analytiquement le minimum de f surX.
— Donner la formule exacte de la suite de Newton.
— Calculer les cing premieres itérations de Newton en partant du point initial x'© =
7.61.
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Annexe

2 Signe d’'une matrice symétrique

On considere la fonction quadratique g définie par la relation
1 7 T
q(x):ix Hx+x b+aq, (6.4)

avec H est une matrice symétrique. On sait que la matrice hessienne de g est H. Ainsi, du
théoréme de la cractérisation de la convexité par la matrice hessienne 2.3, en déduit que
g est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si la matrice hessienne H est se-
midéfinie positive (resp. définie positive). Le théoréme suivant, un classique de I'algebre
linéaire nous donne une caractérisation pratique.

Théoreme 6.4 UnematriceH €S, (R) (S, (R) est l'ensemble des matrice carrées symétriques
de taille n ), est définie positive (resp. semidéfinie positive) si et seulement si ses valeurs
propres sont strictement positives (resp. positives).

Corollaire 6.1 Une forme quadratique q définie par la relation (6.4), est convexe (resp.
strictement convexe) si et seulement si les valeurs propres de la matrice hessienne H sont
positives (resp. strictement positives).

Exemple 6.4 la matrice

1 0 -1
H=| 0 1 V3
-1 V3 4

Les valeurs propres de H sont Ay = 1,A\ = 0 et A3 = 5. Alors, cette matrice est semi-définie
postive

-1 0 0
H=| 0 10 0
0 0 V7

Les valeurs propres de H sont A} = —1,\, = 10 et A3 = /7. Dans ce cas, le signe de la matrice
est non-définie.
Un autre exemple, oit H est donnée par

H=
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2. SIGNE D’'UNE MATRICE SYMETRIQUE

La convexité d'une forme quadratique nécessite le calcul de toutes ces valeurs propres,
ceci peut s’avérer couteux point de vu numérique. Le dernier résultat de ce chapitre connu
sous le nom du critére de Sylvester, donne une caractérisation moins couteuse numéri-
quement. Donnons d’abord quelques définitions.

Définition 6.1 Soir H = (hif)i,j € S, (R), Une sous-matrice k x k formée, a partir de H,
en éliminant n — k colonnes, disons les colonnes iy,1s,...,i,— et les mémes n — k lignes
i1,12,...,in—k, est appellée une sous-matrice de H, d’'ordre principal k. Le déterminant d’'une
sous-matrice principale k x k est appellé le mineur principal d’ordre k de la matrice H.

Exemple 6.5 SoitH une matrice3 x 3

hii hiz his
H=| ha1 hyp hy3
h31 hsp hss

Les mineurs principaux du premier ordre sont tous les termes qui sont sur la diagonale.
Pour une matrice 3 x 3, on a donc 3 mineurs principaux du premier ordre : hyy, ho» et hss.
Les mineurs principaux du second ordre sont les déterminants de toutes les sous-matrices
2 x 2 obtenues en éliminant la méme ligne et colonne. On a trois mineurs principaux de

second ordre
hii  hi2 hii his hoo  ha3
ho1  ha» h31  h33 h3y  hss

Un seul mineur principal de troisieme ordre; qui est le déterminant de la matrice H.
On considere la matrice suivante

det , det et det

1 0 -1
H=| 0 1 V3
-1 V3 4

Un des mineurs principaux d’ordre 1 est obtenu en éliminant les deux lignes et les deux
colonnes d’'indices {2, 3}
Al,l =1

De la méme maniere, on obtient les deux autres mineurs principaux d'ordre 1 en éléminant

=

H & + v

I

les deux lignes et les deux colonnes d’indices {1, 3}, ensuite en éléminant les deux lignes et
les deux colonnes d’indices {1,2}

Alyg =1 etALg =4,

Pour cet exemple, les mineurs principaux d’ordre 2 sont obtenus en éléminant la ligne et la
colonne de méme indice. On a

1 0

0 1 =4

A2,1 =det =1, Ag,z =det

-1 4 V3 4

1\/5]

-1
] =3 etA2,3 =det
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2. SIGNE D’'UNE MATRICE SYMETRIQUE

Il y a un seul mineur principal d’ordre 3 et il est le déterminant de la matriceH i.e.
A3 =det (H) .

Définition 6.2 Soit H= (hi}), . € Sy (R), Une sous-matrice k x k formée, a partir de H, en
éliminant les n — k dernieres colonnes et les memes n — k dernieres lignes, est appellée une
sous-matrice de H, d’ordre principal dominant k. Le déterminant d’'une sous-matrice prin-

cipale dominante k x k est appellé le mineur principal dominant d’odre k de la matrice
H.

Exemple 6.6 SoitH une matrice3 x 3

hii hix his
H=| ha1 hyp hy3
h31 hspx hss

Les mineurs principaux dominants du premier ordre est seulement hy,, obtenu en élimi-
nant les 2 dernieres lignes et colonnes. Pour les mineurs principaux dominants du second
ordre, on a seulement

hir hiz
har oo

ot la sous-matrice est obtenue en éliminant la troisiéeme ligne et colonne. Le mineurs prin-
cipal dominant du troisieme ordre est le determinant de la matrice H.

det

Théoréme 6.5 1. Une matrice H € S, (R), est semi-définie positive si et seulement si
chacun des mineurs principaux de H est = 0.

2. Une matrice H € S, (R), est semi-définie négative si et seulement si chacun des mi-
neurs principaux d'ordre impaire de H est < 0, et chacun des mineurs principaux
d’ordre paire de H est = 0.

3. Une matrice H € S, (R), est définie positive si et seulement si chacun des mineurs
principaux dominants de H est > 0.

4. Une matrice H € S, (R), est définie négative si et seulement si ses n mineurs princi-
paux dominant alternent en signe de la maniere suivante :

e hii hiz s
h11 <0, det 1 12 ] >0,det| hyy hoy hys | <0 ect...
ha1r  ha2
hsy  hsz  has
Exemple 6.7 la matrice
-4 4
Sy
hiy h
n'est pas semidéfinie positive, est-elle définie négative ? Il se trouve que hy < 0 etdet hu hlz
21 N2z

0, d’'ott H est définie négative.
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