| sl

Université Mohamed El-Bachir El-Ibrahimi, B.B.A.
Faculté de Mathématiques et d’Informatique
Département de Mathématiques

2¢me Annge Maths

UNIVERSITE MOHAMED EL BACHIR EL IBRAHIMI
BORD] BOU ARRERID)

Examen de

921 Janvier 2024 TOPOLOGIE Durée : 1H30

On considere 'ensemble X = {a,b,c,d, e} et 7 = {2,X {a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}, {a,b,e}} une
topologie sur X.

(01point)

(1) Soit A = {a,c,e}, trouver la topologie induite 74 .

2) Trouver un ouvert du sous-espace A qui n’est pas ouvert pour X. ( 0lpoint)
Wpoint)

(2)
(3) Déterminer les voisinages de e dans X et dans A.
(4)

. . |z —y| }
Soit X = [0, 400[. Pour z,y € X, on note : d(z,y) = min — | — .
0, +oc] y =, min (e

(3) La partie A =0, 1] est-elle bornée pour cette distance? 101point
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Choisissez la bonne réponse (justifiez votre réponse).

(1) Tout espace métrique peut étre vu comme espace topologique.

a. vrai b. faux \:Olpoint
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N
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(2) Sur un ensemble non-vide arbitraire on peut toujours définir une topologie.
a. vrai b. faux \: 01point)

s

(3) Dans un espace topologique, il existe toujours une partie qui est ouverte et fermée.

a. vrai b. faux w: 01point)
(4) Dans un espace topologique, une intersection quelconque des ouvertes est toujours une ouverte.
a. vrai b. faux \\ 02point,

-

(5) (X,d) un espace métrique et A une partie non vide de X. Si d(z, A) = 0, alors = appartient a A.

a. oui b. non \:Olpoint
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Soit (X,7) un espace topologique séparé, et soit {Zn}nen une suite convergente qui converge vers .
L’ensemble A = {x,, : n € N} U {z} est-il compact ?

Exercice N5 1.5 points

~

On considere le plan R? muni de la distance euclidienne dy. Démontrer que A # A, on A = { (%, O) in € N*}.
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Solution d’exercice Ne1 106 pomts

(1) La topologie induite 74 sur X est :
TA — {0 n A| ONS T} - {@,A, {a}v {av C}ﬂ {a76}}'

(2) Les ensembles A {a,c}, et {a, e} sont des ouverts de

Les voisinages de e dans X sont :

VX( ) {{a,b7e},{a,bm,e},{mb,d,e},{mb,c,d,e}}.

(4) Adherences de B noté B clest le plus petit
fermé contenant B. L’ensemble de fermés de X est
f{QX{bcde} {c,d, e}, {e},{c,d}}, alors B =

Derlves de B¢ est I’ensemble de points d’accumulation.
x est un point d’accumulation si tous les voisinages de
x “sans x’ rencontre B. Alors

Solution d’exercice Ne2 05 p(nnts

D’abord d(z,y) = 1—|‘,—I|;€|y| 0.5 pom‘m

(1) Puisque la valeur absolue |.| définit une distance sur
R, alors d est une distance sur R et donc sur [0, +00]
(v01r exercice 04 de la série 03, et également le dernier

exercice du premier devoir). /1.5 points)
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(2) B(a,b) = {zr € X : d(a,z) < b}. Si d(a,z) < b on
obtient (1 — b) |x —al <b.

(3) Le diametre de A est donné par 6(A) = sup d(x, y)7
(z,y)eA?
1f‘;glyl <|z—yl <1cequi

dans ce cas 0 < d(z,y) =
prouve que 0(A) < +o0.

Solution d’exercice N*3

(1) Tout espace métrique peut étre vu comme espace topo-
logique.

a. vrai v/ b. faux

Prenons un espace métrique X, il existe Edti]eﬁrs une topo-
logie pour laquelle les boules ouvertes forme la brique de
base des ensembles ouverts. Autrement dit, tout ensemble
ouvert dans cette topologie peut etre represente comme une

réunion de boules ouvertes.

(2) Sur un ensemble non-vide arbitraire on peut toujours
définir une topologie.

a. vrai v/

(3) Dans un espace topologique, il existe toujours une partie
qui est ouverte et fermée.

a. vrai v/

(4) Dans un espace topologique, une intersection quelconque
des ouvertes est toujours une ouverte.

a. vrai b. faux v/ \O 5 point)
Soit A, =| — %, %[, n € N. Clest clalr que les ensembles
A, sont des ouverts de R, mais I'intersection ﬂ A = {0}

n’est pas un ouvert. D’une maniere equlvalente llntersec—
tion quelconque d’ensemble ouverts n’est pas nécessaire-

ment un ouvert. 1.5 pomts
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(5) (X,d) un espace métrique et A une partie non vide de
X. Sid(z,A) =0, alors x appartient a A.

a. oui b. non v/
Soit A =]0, 1] et soit & = 1. C’est clair c[ueidi(gcfA) = 0 mais

1¢ A. w\()i.57 point)

vrement ouvert de A. Pour chaque A, il existe ) € T tel
que Q) = AN Oy. En particulier, il existe A\g € A tel que
x €Ny, = ﬁ)\oﬂA.

Comme la suite {z,} converge vers x, il existe ng € N
tel que z, € O,, pour tout n > ng. Cela implique que
Zn € Oy, N A =Q,, pour tout n > nyg.

En considérant les indices k € {1,2,--- ,ng — 1}, les
ensembles 2y, forment un ouvert contenant chaque zy.
Puisque (€2)) est un recouvrement de A, on peut choi-
sir Qy, tel que z € Q,,. Ainsi, Pensemble fini {,} U

{0, D, Ang— .} constitue un recouvrement fini de
A

Solution d’exercice N5 [1.5 points! Pour que A = A il faut
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que A est fermé. Donc il suffit de démontrer que A n’est pas
fermé. Considérons le sous-ensemble A = {(%, 0) 'n € N*}
dans 'espace métrique (R?,dz), ot dy est la métrique eu-
clidienne. Soit (%, O) , (%, 0) , (%, 0) ,..., une suite de points
de A. La limite de cette suite, lorsque n tend vers 'infini,
est le point (0,0). Cependant, (0,0) n’appartient pas a A,
la limite de la suite n’appartient pas a A. Puisque la limite
de la suitee n’appartient pas a A, le sous-ensemble A n’est
pas fermé dans R? avec la métrique euclidienne ds.




